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Prólogo : 


El prosente libro es la primera parte de nuestra obra «Matemáticas 
Superiores». En él se exponen las cuestiones principales de la teoría 
de los determinantes, los elementos de la teoría de matrices, teoría 
de sistemas de ecuaciones lineales, álgebra vectorial. También se 
estudian los. temas fundamentales del álgebra lineal: operadores 
lineales, transformacionos ortogonalos, operadores autoconjugados 
(hormíticos), forma cuadrática y su reducción a la forma canónica. 

Se incluyen los elementos de geometría analítica: la recta, el 
plano, la recta en el espacio y las curvas y superficies de segundo 
orden. 

Por regla general, los razonamientos van acompañados do de- 
mostraciones completas. No obstante, la exposición se hace de tal 
modo que puedan ser omitidas las demostraciones del caso general 
n-dimensional, conservando no sólo los enunciados de Jos teoremas 
sino también la explicación detallada de lo que ocurre en cada caso 
para dog o tres dimensiones. 

Las formas canónicas de las curvas y superficies de segundo orden 
se exponen muy abreviadamente, ya que se supone que en adelante 
éstas se estudiarán complementariamente como problemas por los 
métodos del análisis matemático. La forma cuadrática se estudia 
por los métodos del análisis matemático o, mejor dicho, por los mé- 
todos del análisis funcional. 

Aunque a este libro lo llamamos primero de nuestra serie, en 
realidad, el material del mismo y el del segundo libro (dedicado al 
cálculo diferencial e integral) tienen una estrecha conexión. Es bien 
aldo el orden en que se debe presentar el material contenido en 
ambos. 

El libro abarca todas las cuestiones que comprenden los programas 
de los centros de enseñanza técnica superior (con un volumen de 
400—500 horas lectivas). 


$ 1. Determinantes de segundo 
orden 


Sean dados los números a,, a,, b,, b, (reales o complejos). Estos deter- 
minan un número 4,b¿ — asb,, que se llama determinante de segundo 
orden y se escribe así: 


pa a2 
b, da 
Los números 4,, 2, b,, b, se llaman elementos del determinante. En el 
determinante (1) se distinguen la primera fila a,, a, y la segunda fila 
61, by, la primera columna a,, b, y la segunda columna 94, ba. 

Fácilmente se comprueban las siguientes propiedades del determi- 
nante. 


El valor del determinante 
a) no varía al sustituir las filas por las columnas correspondientes: 


= 4¡b,— agb, - (1) 


a, az]_ ja 0). 
b, de (62 bal” 
b) cambia su signo al permutar las filas (o las columnas): 
ay 4] Jb, ba] ja as|_ _[% a. 
bi bal la, asl? ib, bol lds dl” 


c) queda multiplicado por k sí se multiplican los elementos de una 
fila o columna por k (real o complejo). Por ejemplo: 


bo, b, a, b, 
kaz da di Úl” 

o sta, el factor común a todos los elementos de una fila o una columna se 
puede sacar como factor fuera del determinante; 


d) es igual a cero si los elementos de alguna fila o columna son 
iguales a cero. Por ejemplo: 


0 0 

bi br 

e) es igual a cero si los elementos de dos filas o dos columnas son 
respectivamente ¡iguales 


a, a; 
da 4 


E 


= 0b, — 06, =0, 


= 4,47 — 4,0, =0. 
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A continuación se introducen los determinantes de tercero y, 
en general, de n-ésimo orden. Para éstos se conservan las propiedades 
a), b). c). d) y e). 


$ 2. Determinantes de tercero 
y »-ésimo orden 


2.1. Determinantes de tercer orden 


El número 
A = Uyylgglaz + Aj9%loglg + Ligar ga — Ugly — 
— Gylgglga — Lyons (1) 
expresado en la forma 
Gi Gr 4 
ÁA=|da zz Uasl, (2) 
Uz Uy %g 


donde 4,, son unos números (reales o complejos), se llama determi- 
nante de tercer orden. 

En el determinante (2) se distinguen la primera, segunda y tercera 
filas, así como la primera, segunda y tercera columnas. El número 
A, ¡se llama elemento del determinante; el primer subíndice k denota 
el número de orden de la fila, mientras que el segundo subíndice l, 
el número de orden de la columna. También diremos que el elemento 
4y ¡está situado en la intersección de la k-ésima fila y L-ésima columna. 
Los elementos 4,;, Gas, 24 forman la diagonal principal del determi- 
nante, y los olementos 2,5, 49, Uy, la diagonal secundaria. 

La estructura de la expresion (1) es bastante sencilla. Representa 
un número que se calcula según los elementos a,, de acuerdo con la 
clara regla (de Sarrus) siguiente: 


formemos la tabla (de Sarrus) a a q fu Zim 
obtenida por los elementos del de- e E > 4 Pe 
terminante (2) añadiendo la pri- a Ma Da de dí 
mera y segunda colunmas del de- Ni 
terminante (fig. 1). Vemos que hay 


que tomar todos los productos XxX“ A “AM Nx Nx 
posibles do los elementos borrados = 3 j 

por las rectas; los tres productos Fig. 1 
correspondientes a las rectas para- 

lelas a la diagonal principal se tonian con el signo más, mientras que 
los otros tres productos correspondientes a las rectas paralelas a la 
diagonal secundaria se loman con el signo menos. 
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Cada uno de los productos junto con el signo señalado se llama 
término del determinante (2). Entre los elementos que figuran en un 
producto lay representantes de cada una de las filas y de cada una 
de las columnas. Estos elementos pueden colocarse en cada uno de 
los términos en orden de crecimiento del primer subíndice, o sea, 
de los números de orden de las filas a las que pertenecen. Precisa- 
mente esto se ha hecho en la suma (1). En lo que se refiere a Jos subín- 


dices de las columnas a las que pertenecen estos elementos, su ordena- 
ción viene dada a continuación: 


2 3, 

34, | (3) 
1 2, 

2 

3 

1 


1, 
2, | (4) 
3. 


Estas son todas las permutaciones posibles de los números 1, 2, 3, 
La permutación 


a 3 (5) 
se llama principal. 

Se dico que en una pormutación se ha efectuado una transposición 
de dos elementos determinados, si estos elementos han sido intercam- 
biados de sitio. Después de una transposición la permutación se con- 
vierte en otra permutación. Á su vez, en esta última se puede hacer 
una transposición, obteniéndose una tercera permutación (no se 6x- 
cluye que resulte la primera). Por ejemplo, la permutación 


38, 2, 1 (6) 


se ha obtenido por transposición del [primero y tercer elementos de la 
permutación (5), y la permutación 


2, 3, 1 (7) 


por transposición del primero y segundo olementos de la permutación 
6). 

w Es importante señalar que, si una pormutación se ha obtenido 
de la principal mediante N transposiciones y esta misma permuta- 
ción se ha obtenido de la principal de otro modo mediante N, transpo- 
siciones, entonces ambos números N y N, son simultáneamente pares 
o impares. Una permutación de los números 1, 2, 3 se llama par 
(o impar), si se obtione de la permutación principal mediante un 
número par (impar) de transposiciones. 


$ 2. Determinantes do tercero y n-ésimo orden 11 


Sea dada una permutación j = (j,, ja, Ja), dondo j,, Ja, jy son los 
números 1, 2, 3, tomados en cierto orden. El número de transposiciones 
mediante los cuales se puede obtener esta permutación a partir de la 
permutación principal lo denotaremos por £ (7). Entonces, la permu- 
tación j es par (impar), si £ (7) es un número par (impar). 

Las permutaciones (3) son pares, mientras que las permutaciones 
(4) son impares. 

Después de todo lo dicho, se puede dar otra definición equivalente 
del determinante de 3-er orden. 

Se llama determinante de 3-er orden (2) el número A, igual a la 
suma de todos los productos de la forma (—1)'D a,;, 245,235, donde 
1 = (fs Jar 15) tecorre todas las permutaciones posibles de la permu- 
tación principal 1, 2, 3: 


Au 2 ( nn. 1)Da,;, 02535. (8) 


Esta definición se generaliza a los determinantes do n-ésimo 
orden. 


2.2, Determinantes de n-éstimo orden 


Se llama determinante de n-ésimo orden y se denota por 
Gi +*- Lin 
A= |ajn!|= ay ... Eo (9) 
na . .. Uan 


el número que se calcula a partir de unos números dados 4,,, (reales 
o complejos) denominados elementos dol determinante, según la 
regla siguiente: Á es la suma 


Á 2 (— 190 015,023, +» - + Unjn 


extendida a todas las pormutaciones distintas posibles j = 
= (fi, . .., fan) de los números 1,2, .. .. 1. El valor de £ (7) es igual 
al número de transposiciones que hay que realizar para pasar de la 
permutación principal 1, 2, ..., n a la permutación j = 
= (f,, -.., jp). El producto (—1)'9 a1,, . .. 4ny, se lama término 
del determinante. 

Los determinantes de n-ésimo orden satisfacen las propiedades a), b), 
c), d), e) enunciadas en el párrafo anterior. 

DEMOSTRACION. a) Después de cambiar en el determinante las 
filas por las columnas correspondientes, los números de las filas 
quedarán denotados como segundos subíndices. Por ejemplo, para el 
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determinante de tercer orden (2), tendremos: 
Qu Ga Az 
Aya Mz Cy | =Gy1029033 Y Ag10 39013 + Ag40 49073 — Ag, Uo9 js — 
13 3 3 
— 211039023 — 0310203 = Á 
En el caso general, el término general del nuevo determinante se ex- 
presa así: 
(—1)W a, 1652 ...Cjpn» 
Reordenemos los factores del producto 4;,145,2 - - - 4jnn Según el pri- 
mer subíndice, para lo que tendremos que pasar de Ja permutación 
i= 1, -... Jn) a la permutación principal 1, 2, ..., n. Entonces 
habrá que realizar t transposiciones. Con ello, la permutación 
principal de los segundos subíndices se transformará en una cierta 


permutación i = (iy, . . ., in) y el número t (¿) será de la misma pari- 
dad que el número t (3). Por lo tanto, 


(— 194 Ohio... Gun = (— Dan, -.. Ánin 
Fácilmente se observa que a distintas permutaciones J,. ..., Jn 
les corresponden distintas permutaciones ty, . . ., in. Pero, entonces 
2 (AJO days o. jon 2 (— 1) Pags, + > Cmin == Á 
i 


b) Intercambiemos, por ejemplo, la primera y tercera filas del 
determinante de tercer orden (2). Entonces obtendremos un deter- 
minante que denotaremos por A”; éste será igual a 


Agy Us lg 

A'=|47 2 0 |=) (— 190 03,423,419 = ' 
Q1 Uy ly 

= ») (—1)'Ó 21,025,033, = =” a (— 12,5 021,835, == —Á, 


puesto que la permutación j= (J,, Ja, Ja) se diferencia de la permuta- 
ción f' = (js, ja, J1) on una transposición. 

Diremos que una fila (o columna) del determinante so ha multi- 
plicado por un número k, si todos los elementos de esta fila (o columna) 
se han multiplicado por k. ' 

c) La multiplicación de una fila (o columna) del determinante por 
un número k se reduce ala multiplicación de todos sus términos por k, 
puesto que cada uno de los términos contiene un elemento de la fila 
(o columna) en cuestión. Pero, entonces, el valor de la suma de los 
términos queda multiplicado por k. 
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d) Un determinante en el que los elementos de alguna fila o 
columna son iguales a cero, es también igual a cero, puesto que todos 
sus términos, evidentemente, son iguales a cero. 

e) El determinante es igual a cero si tiene dos filas o dos columnas 
respectivamente iguales. Esto es consecuencia de la propiedad b) 
(A” =-—A, A' = A, de donde A = 0). 

Suprimamos en el determinante de n-ésimo orden (9) la ¿-ésima 
fila y la k-ésima columna. La expresión restante engendra un deter- 
minante de (n — 1)-ésimo orden M ¡n, denominado menor del elemento 
ai, El valor 


An =(— YM 


se llama complemento algebraico o adjunto del elemento a;,. 

PROPIEDAD f). La suma de los productos de los elementos a,, de una 
fila (o columna) del determinante por los complementos algebraicos de 
estos elementos es igual al valor del determinante: 


A= Y) 6n4An (i=1, ..., 2), (10) 
k=1 
A=2, Enás (k=1, ..., 2). (10') 


Demostremos esta propiedad para los determinantes de tercer 
orden en el caso de la tercera fila. Se tieno 


Oy Áy: + Ag Aga + l39 43 = 
Ary is Gs, %ig Ayy Uy 
== q —» a == 
ó Gas las Gay a +£ Az Ya 


= (yy (019229 — U13%22) + ly7 (2,3%; — 0,1425) + O g3 (241022 — 412%) = A. 


La suma (10) se llama desarrollo del determinante por los elementos 
de la i-ésima fila, y la suma (10), desarrollo del determinante por los 
elementos de la k-ésima columna. 

EJEMPLO 4. Si en el determinante A (véase (9), da, =44 =... 
...=48p, =0, entonces Á = 4411, o sea, el cálculo de este 
determinante se reduce al cálculo de un adjunto del mismo, que es 
un determinante de (n — 1)-ésimo orden. 

EJEMPLO 2, Si todos los elementos de Á, situados debajo (encima) 
de la diagonal principal de A, son iguales a cero (as; = 0, si k >] 
(k < 1)), entonces Á = 4,¡%23 - . - Ian» Esto se deduce del ejemplo 
anterior. 

PROPIEDAD g) La suma de los productos de los elementos a;, de una 
fila (o columna) del determinante por los adjuntos correspondientes de 
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los elementos de otra fila (o columna) es igual a cero: 


n ” 
2 AA y 2 arjAyy =0 (11) 


(A) 1tj=1,..., a). 

En efecto, fijemos nuestra atención en la primera suma. Esta 
no depende de Jos elementos de la j-ésima fila. Sustituyamos en el 
determinante los elementos de la ¡-ésima fila por los elementos corres- 
pondientes de la i-ésima fila. Con ello, la suma en cuestión no varía. 
Sin embargo, ésta puede considerarse como el desarrollo del nuevo 
determinante por Jos elementos de la j-ésima fila, y entonces, es igual 
al valor del nuevo determinante. Pero este último es igual a cero 
Pd la propicdad e), ya que tiene dos filas iguales, la ¿-ésima y la 

sima, 

PROPIEDAD h) Sean dados dos determinantes de n-ésimo orden A, y 
A,, tales que todas sus filas (o columnos) son iguales salvo una determi- 
nada, La suma de tales determinantes es igual a un determinante A 
de n-ésimo orden en el que la fila (columna) en cuestión está formada por 
la suma de los elementos correspondientes de esta fila (columna) de los 
determinantes Ay y An. Por ejemplo: 


Gm +++ Gr, n-iCin 
A, + Á, al A IS e + 
On .. Ca n-1Unn 
Gx ... ar, n-101m Ar ... as, n-1 (A, + Din) 
+ e MO A TT A O E CI = Á. 
Ani--- Up, n-101n Gniy -- +» Cn, n-1 (Ann + dBnn) 


En efecto, desarrollando los determinantes dados por los elemen- 
tos de la n-ésima columna, obtenemos: 


n n n 
A,4+ A, = 2, CGanÁrn + 2 xn Ann “2 (Ann + Dun) Ann = 4- 


PROPIEDAD i) El valor de un determinante no varía si a los elementos 
de una fila (o columna) se les añaden los elementos correspondientes de 
otra fila (columna), multiplicados por un número k. Por ejemplo, 


Qi +++ GC, n-ifin +01 


ny +++ Gn n-1Pnn + XA 
Ei .os Un 


1 ++-C1, 09-141 


. las! +k-0=|ayl, 


Any . $” Unn An ... Gn, n-14n1 


en virtud de las propiedades h), c) y e). 
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La aplicación adecuada de esta propiedad reduce el cálculo de 
un determinante al cálculo de otro determinante de orden inferior. 


EJEMPLO 3. 
AE WU E HKH..MO) E 5 
¿ Silalo == —alaló =5 == 
814l lg 4 al lo -—31 -39 
a NES A 
== olas ¿9 |=5-39—9-31 =84. 
EsemPLO 4, 
2.4 1 01 0 
[13 2[=[-5 3 —1[=-|>> a/=l > y 17. 
luásl lora 3 3 e 


EJemrLo 5. El determinante 
10,4... am” 


AA 
A, = . a , 


ue e E 


engendrado por los números 4,, a, ..., Qn, se lama delerminante 
de Vandermonde ?). 


Este determinante es igual a cero si algún par de números a, y 2, 
son iguales entre sí. Si todos los a; son distintos, entonces, 
A, = (Qn — 81) (Up. —01) » . . (43 —a,)- 
(A, —4) (Ap. —4z) ... (a, —ay)- 


(An — A n.-2) (An: —Gp.2): 
(A, —4 1)» (12) 
En efecto, para n= 2, 


o sea, es válida la fórmula (12). Supongamos que esta fórmula os 
válida para n = k — 1 y demostremos que también es válida para 
n = k. Aplicaremos Jas propiedades i) y c) del determinante. Multi- 
pliquemos la (k — 1)-ésima columna del determinante A, por a, 
y restémosla de la h-ésima, multipliquemos Ja (k — 2)-6sima columna 


2 A. T. Vandermonde (1735—1796), matemático francés. 
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también por €, y restémosla de la (k — 1)-ésima, ete.; entonces ob- 
tendremos: 

1 0 0 o 0 
dl A AG Y: + GA 


la —a, ar(0—4) -.. a%-2 (a,--4)) 
Y E ra 
1 A 
== (4, — 44) (4)... — 01) «+. (42 —4,) y me es 


4 Un ..». aj”? 


El último determinante también es un determinante de Vandermonde 
de orden (k—A4), engendrado por los números %y, » » ., %, por lo cual, 
según la hipótesis, se tiene: 

Ay == (€, —01) (85.1. — 1) ». . (04 41): 


"(4 — 47) (04... —42) « . . (43 —a7)- 


"(Az —4 y 2) (G4.1 — Up -2)* 
(4; — Ay). 


Así pues, en virtud del método de inducción matemática la fór- 
mula (12) es válida para cualquier n => 2. 
PROPIEDAD j) Sean 


A,=1l1, A= 1211. 


El producto de dos determinantes de orden n con los elementos br, 
Ary £5 4 su vez un determinante de orden n con los elementos 


n 
Yal = 2 Bj, 
o séa, 


414,=| 2 bryay |=4. 


Así pues, el elomento ya,, perteneciente a la k-ésima fila y la 
l-6sima columna del determinante A, es igual, como suele decirse, 
al producto de la k-ésima fila del determinante A, por la l-ésima columna 
del determinante A,. En realidad, esto es la suma de los productos de 
los elementos de la k-ésima fila del determinante A, por los elementos 
correspondientes do la l-ésima columna del determinante A. 

Como en los determinantes A, y A, se pueden cambiar filas por 
columnas resulta, evidentemente, que los elementos y»; del producto 
A también se puede obtener tomando el producto de la k-ésima fila 
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de A, por la l-ésima fila de A,, o bien, tomando el producto de la 
k-ésima columna de A, por la l-ésima columna de A,, o finalmente, 
tomando el producto de la k-ésima colurana de A, por la l-ésima fila 


de A 
DEMOSTRACION. Comprobemos la propiedad en el caso de deter- 

minantes de segundo orden: 

br br 


e Gu “a 
bar ba 


la la 


zo 
= 
, 


Ya bj 
Yiz Ya á 
donde 


Pu = ny + bra, Via =11% 12 + 1220, 
Ya = dat + bata, Par =p) 2 + dea tor. 


En virtud de las propiedades h), c) y €), so tiene: 


bj1811 611,2 1 bags 


Mo + | biota pi 194 Oya %ao |= 
baytyy 21019 bonitos baya; Úartza + Daga 
bn dj, ba Bra biz dy 
ds E ni E AE 
Br bs dy 
+ M2 ¡092 =411413:0 4 a,,039A, + Gy9ta, -+- Ag Ay = 
bas Dog bag Uar 


=41¡09 A, — 419074, = A, (0,1022 —212%01) = AA. 


En el caso general_de determinantes de n-ésimo orden, podemos escribirs 
n n n 
Y timer Y] Ciopbozan>+ Y] Cr09007n 
Sus 1 ayan sa] 
n n n 
ho Ars9Pr91 b> A219Ds91 ... > Arg 0 sgn 
A= ty=1 8y=1 st 


0,0, Y. .: 909: 


n 
Grsndens +... bs Ano pde yn 
Ip 


Buyí ba,2 ... Ban 
mn n 


nd Y E Bart daga ... Bsan 
o y Ly ... hi Ui91 29 . o” Gas 
amd gun Aqai O Y IA 


dont ns ... Bann 


2. > 815 /%159 ..» Gn3, (pt A¡=4,4;. 


s=(6, Ia. ..., LEN 
2-0952 
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Al calcular cada uno de los elementos de A podemos tomar cualquier subíndice 
de sumación s (ya = Y aygbai), pero, pura lo que sigue, resulta más cómodo 


s 1 
tomar para la primera fila de A el subíndice s,, para la segunda fila, el svbíndice 
$, Y así sucesivamente. La segunda igualdad so verifica en virtud de las propie- 
An 


n n 
dados h) y c); además, la suma múltiple Y YN... PA se extiende a todas lns 
O! 3 =- 
permutaciones posibles (s(, 89, » » »» Sp), donde 4 e sy <n. No obstante, si 
en alguno de los sistemas ($, Sgy » - ., $n) dos componentes sy y sy son iguales 
entro sí (s; = 8, i +7), entonces el detorminante | bat | = d. Por osta razón, 


en la reelidad, en la suma múltiple so pueden dejar solamente los términos que 
corresponden a distintas permutaciones ($, . + ., $) de los números naturales 
(1, ..., n). Además, evidentemente, resultará que el doterminante 


PBsel =(— 010 A). 
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Una tabla de números «¡y (reales v complejos) de la forma 


A= E Sl — A ER = || a; y [== (2%; 5), (1) 
mi. -- mn 


%u ..- Gp = +. An 


mt .. « Amn 


compuesta por m filas y n columnas, se llama matriz. Los números 
as se llaman elementos de la misma. Esta es una matriz rectangular. 
Si m = nm, se llama matriz cuadrada de orden n. 

Una segunda matriz B = || f,s 1]. con los elementos f;;,. com- 
puesta por m filas y n columnas, se considera igual a la matriz A si, 
y sólo si, los elementos correspondientes de ambas matrices son 
iguales (a, = Pi). En este caso, se escribe A = B. Una matriz 
Ia, || no es un número, es una tabla. Sin embargo, para una matriz 
cuadrada se puede considerar un número | «aj; |, el determinante en- 
gendrado por esta matriz, 

Sea k un número natural no superior a m y a n (k < m, n). Supri- 
mamos en la matriz (1) k columnas y k filas cualesquiera. Los ele- 
mentos «y, situados en la intersección de las columnas y filas supri- 
midas forman una matriz cuadrada, la cual engendra un determinante 
de k-ésimo orden. El determinante obtenido se llama determinante 
de k-ésimo orden engendrado por la matriz A. 

Se llama rango de la matriz A al máximo número natural k tal 
para el cual existe un determinante no nulo de k-ésimo orden en- 
gendrado por la matriz A (véase $ 4). 
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Si en la matriz A se cambian las filas por las columnas del mismo 
orden, resulta la matriz 


, (2) 


in oy Cmn 
denominada matriz traspuesta de la matriz A. 
Si en la matriz A se sustituyon sus elementos a, ; por los complejos 
conjugados, entonces resulta la matriz 


811 ... in e. 
el... [[=11%01l, 
A 
denominada matriz compleja conjugada de A. 
La matriz 
ls e: rm ».. Un 
4m(A ml ..... .=4* 
Gin +++ Cnn 


se Jlama matriz conjugada de A. 


Si A es una matriz real, o sea, con elementos reales (24, = 41), 
entonces, evidentemente, 


A=4, A =A". 

Las matrices de una misma dimensión, o sea, compuestas por el 
mismo número de filas y columnas, pueden sumarse. Se llama suma 
de dos matrices tales A = [ay || y B = | Bi, I] la matriz C = 
= || y;, [| cuyos elementos son iguales a la suma de los elementos co- 
rrespondientes de las matrices A y B: y¿¿= «¡y + fis. Simbólica- 
mente se escribe así: 

A+B=C. 


Fácilmente se observa que 
A+FB=BHA, (A+ B)+C=A + (B +C). 


Se llama producto de un número 1. por la matriz A (o producto de la 
matriz A por el número A), la matriz cuyos elementos son iguales al 
producto del número A por los elementos correspondientes de la 
matriz A. Por lo tanto, AA = Al, 

EJEMPLO, Sean 


Hallar la matriz ¿4 + uB. 
2 
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Según la definición de suma de matrices y del producto de una 
matriz por un número, se tiene: 


14=(, 0 E EN q" 


24 34 Zu up p 
A+ 2 0 24+u 
id PAE 34 + u he 


$ 4. Sistema de ecuaciones lineales. 
Teoría de Kronecker— Capelli ' 


4.1. Sistema de n ecuaciones lineales 
con n incógnicas 


Un sistema ordenado arbitrario de n números (%;, . - ., Zn) se llama 
vector n-dimensional; lo denotaremos también por una sola letra 
(negrita) x: 
e = (La, . os) La). 
Los números x, (reales o complejos) se llaman componentes del vec- 
tor x. Fl vector 
0 un (0, .. . 0) 
se llama vector nulo, 
Consideremos un sistema de r ecuaciones lineales con n incógnitas 
GT... lina =Y 1» 
. . », 4 . 6 . 1. . 5 *» 4 0 (1) 
CUT +. yn Tn =Yn- 
Los números ,, (reales o complejos), denominados coeficientes 
del sistema (1) se consideran dados. También se dice que el sistema (1) 
se determina por la matriz de sus coeficientes 


ly ++ -Qr 


Asllawli= -.... 


. (2) 


Gn1- . - Qnn 


A continuación nos va a interesar el problema de la resolubilidad 
del sistema (1) para cada vector (o sistema de números) 
y: (Ya, ... Un). 


3) L. Kronocker (1823—1891), matemático alemán, A. Capelli (1855 
1910), matemático italiano. 
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Un sistema de números (un vector) 
e = (Li, .... La) 


se llama solución del sistema de ecuaciones (1), si los números zx; 
satisfacen estas ecuaciones. 


4.2. Fórmulas de Cramer 
TEOREMA 1. Si el determinante del sistema (1) es distinto de cero: 
A =|41 150, 


el sistema (1) admite solución única para cualquier vector y; esta solución 
se calcula por las fórmulas de Cramer *): 


zqj=NMIA (=1.... 2. (3) 


donde Al es el determinante que se obtiene del determinante A al sustituir 
en el mismo los números de la j-ésima columna por los números Yy, . - + 
. -, Yn, respectivamente: 


| ++ +Gp ga Ya 1,9410 + «Gin 
Dal carino il (4) 


CGni+- «Cr da Un On ft Can 
Por lo tanto, 


ñ 
2=+Y Ay, (i=1,...,n), (3") 
quen 1 


donde A, es el adjunto del elemento a,, en el determinante A. 

DEMOSTRACIÓN. Sea (Z;. .... Y) una solución del sistema (1). 
Para hallar la incógnita x,. multiplicamos la primera ecuación del 
sistema (1) por el adjunto A,,, la segunda por Az, . - ., la n-ésima 
por An, y Sumamos todas las ecuaciones así obtenidas. Entonces, 
teniendo en cuenta que 


nm n 
A = = 
2 Ox 414p7 2 11 Ay = 5,8 
y que 
mn n 
2 QpjT¡Ay, = Zy 2 4,4 =2/:0=0 (¡+1), 


obtenemos ¡A =A!*, donde 


Yan Una: -- Can 
Por consiguiente, como según la hipótesis A 3 0, resulta x, = A'/A. 


*) G. Cramer (1704-—1752), matemático suizo. 
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En el caso goneral, para un j arbitrario, multiplicamos la primera 
ecuación del sistema (1) por A,j, la segunda por Aj, . . ., la n-ésima 
por Anj, y sumamos estas ecuaciones, de donde, en virtud de las 
propiedades f) y g), obtenemos la igualdad 


n n 
z a = Á 
J a aJÁns Py YnAnjr 
O sen, 
xjA = AÍ, 
siendo 
. Gi +Ci ja Ys ir, jri+ «Lin 
Y= Y Ay = ... ..2...«< «0. +... ..2.b.0Á(.404+.:le 
h=1 
Gn» - «An, 1-1 Un An, ic. Ann 


De aquí, como A +0, se deduce la igualdad (3). 
Hemos demostrado que si (2,, . . ., 2) es una solución del sistema 
(1), entonces los números x, se determinan por las fórmulas (3”). 


Recíprocamente, el conjunto de los números x, = - G=1,... 


« + -, n) es una solución del sistema (1). En efecto, sustituyendo zx; 
G=1,..., n) en el primer miembro de la k-ésima ecuación (% = 
= 1,...,n) del sistema (1), en virtud de las propiedades f), g) de los 
determinantes, se tiene: 


n n n n n 
as 4 1 1 
MTS TA MV Ye O rs hs 7 Y Á = Y» 
Ie j=l al si  jal 


Por lo tanto, los números (3'”) verdaderamente forman una solu- 
ción del sistema (1). 


4.3. Sistema homogéneo 
Un sistema de ecuaciones de la forma 
ln? +..-+Flantn=0, 
epoca | 6 


GnTi + +... FlgnTn =0 


se llama homogéneo. Este es un caso particular del sistema (1) para 
Vh=... =Yn =0. Está claro que el vector nulo 


£1=0,...,%."=0 
satisface el sistema homogéneo (5). Pero puede ocurrir que se satisfa- 


ga el sistema homogéneo (5) por un vector no nulo 2= (%;,.. ., Zn), 
o sea, un vector que tenga al menos una componente no nula x, y 0, 
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Este vector se llama entonces solución no trivial del sistema homogéneo 
(5), mientras que el vector nulo se llama solución trivial del mismo. 
TEOREMA 2. Si el determinante A del sistema homogéneo (5) es distinto 
de cero (A 0), entonces este sistema sólo admite solución trivial. 
En efecto, en virtud de la propiedad d), todos los determinantes 
Ai =0 (véase (4)). por lo cual, en virtud de las igualdades (3), 
xqj=0(=1,..., nm). 

TEOREMA 3. Si el sistema de ecuaciones (5) tiene solución no trivial, 
entonces su determinante A necesariamente es igual a cero (A == 0). 

En efecto, si fuese A £ 0, entonces, según el teorema 2, el sistema 
(5) sólo tendría solución trivial. 

Antes habíamos estudiado el sistema lineal (1) en ol caso en que 
su determinante Á 7 0. Como se demostró (teorema 1), en este caso 
el sistema (1) admite solución única, la cual puede calcularse por las 
fórmulas (3), para cualquier segundo miembro y = (Y;, + + «+ Yn)- 


4,4, Reglas para la resolución de un sistema 
de ecuaciones lineales 


Estudiaremos el sistema (1) en el caso en que su determinante Á = 0. 
Supondremos que al menos un elemento de la matriz A (véase (2)) es 
distinto de cero y denotaremos el rango de A por k (k =— rango A). 
Por lu tanto, 1 <k<n. 

Nuestro objetivo es demostrar las siguientes reglas (de una ma- 
nera explícita fueron enunciadas y demostradas por Kronccker y 
Capelli). 

Si queremos resolver un sistema (1) del que se conoce que el rango 
de la matriz A es igual a k, tendremos que hallar el rango de la 
matriz ampliada 


411 . + «Q1a Ys 


Gni-+-Cnn Yn 
obtenida de la matriz A por adjunción de la columna 


Y Y 
e us Ya 2 
Ya Un 


1) Si el rango de la matriz 3 es mayor que ol rango de la matriz A 
(rango 3 > rango A = k), entonces el sistema (1) no admite solucio- 
nes. Este sistema es contradictorio; no existe ningún vector x= = 
= (2... ., Tp) que satisfaga simultáneamente lodas las ecuaciones 


(1. 
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2) Si el rango de la matriz 8 es igual al rango de la matriz A 
(rango ff = rango A = k), entonces el sistema (1) tiene soluciones. 
Para hallar las soluciones se deben Lomar en el sistema (1) hr ecuaciones 
tales que la matriz de sus coeficientes sea de rango /k; después se deben 
resolver estas ecuaciones, Este sistema de k ecuaciones puede tener 
infinitas soluciones, pero pueden escribirse de una forma expresiva. 

En este caso, cualquier solución de las k ecuaciones tomadas será 
también sojución de las demás n — k ecuaciones del sistema. 

Las reglas 1) y 2) agotan todas las situaciones posibles ya que el 
rango de B no puede ser menor que k, Hay que tener on cuenta que, 
por hipótesis, la matriz A engendra un delerminante no nulo de 
k-ósimo orden, el cual es engendrado también por la matriz /3. 


4.5. Ejemplos de aplicación de las reglas 
EJEMPIO 1. El doterminante del sistema 
r+y=1, 
z—y=2 
es 


14 4 , 
A e 


por lo que el sistema tiene solución única, la cual puede calcularse 


por las fórmulas 
z= N/A, y = ANA, 


Á= 


donde 
ña 1 1 3 1 4 á 
= AY AS E Ba a 
O Sea, 
e ET E 1 
do td == DU 
EJEMPLO 2. El sistema 
+y=1, 
z+y=2 el 
tiene el determinante nulo. La matriz 
| 
dal, A 


es de rango 1, mientras que la matriz 


ali; 2 
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es de rango 2. Como rango £ > rango A, el sistema (6) no tiene 
solución. Por cierto, esto está claro sin necesidad de teoría alguna, 
pues un mismo número no puede ser igual a 1 y a 2 simultáneamente. 
EJEMPLO 2. El sistema 
21+2y=2, 


37 +2y=3 (7) 


tiene el determinante nulo, A = 0, La matriz 


2 2 
sal 


tiene el rango 1, rango A = 1. La matriz ampliada 


a [2 2 2 
-L $3 


A= 


también tiene el rango igual a 1. Como rango A = rango P = 1, 
tomamos una ecuación 


27 + 2y = 2. (8) 


El coeficiento de y es distinto de cero, por Jo cual, en esta ecuación 
se puedo despejar y: 


y =1—a. (9) 


La fórmula (9) proporciona todas las soluciones de la ecuación (8). 
Podemos asignar a x= cualquier valor (—oo < zx < 00) y calcular el 
valor y según la fórmula (9). Oblendremos un sistema (un vector) 
(x, y) que satisface la ecuación (8). El conjunto de todos los sistemas 
íz, 1 — zx), donde x € (—oo, 00), es el conjunto de todas las soluciones 
de la cevación (8). Estas también son soluciones de la segunda ecua- 
ción del sistema (7), pues rango A = rango PB. En este caso, este 
resultado es trivial sin necesidad de aplicar la teoría de los rangos 
de las matrices. Los coeficientes de las ecuaciones (7) junto con sus 
segundos miembros son proporcionales, respectivamente, por lo que 
queda claro que toda solución de una do estas ecuaciones también 
es solución de la otra. 
EJEMPLO 4. El sistema 


r++y4 2=1, 
2x ¡y |-23=1, 
T-" y 32 =2 
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tiene el determinante 


144 
fi l2 dl Ae 2 
í£ 1 3 


por lo cual tiene solución única, que puede calcularse por las fórmu- 
las 


- 0 : e, ES 
A 2 2? A 2 , 
a 1 3 123 
- E 
A 1 lat 
A E A 


EJEMPLO 5. El determinante del sistema 


r4y 2=1, 
2 y201,| 
tr-y+32=2 


t 
L xd 
tia 


A == 0, 


La matriz 

LA 3 
- A 
Li» 


Au 


es de rango 2, pues Á = 0, pero existe un determinante de segundo 
A engendrado por la matriz A, que es distinto de cero. Por ejem- 
plo, 


E 3 
so 
La matriz 
- 0 EN LY 
Dutti 1 2 1 
1132 
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es de rango 3, pues el determinante engendrado por esta matriz 


14 4 
1 2 4l=10. 
132 


Como rango B > rango A, el sistema no tiene solución. 
EJEMPLO 6. El determinante del sistema 


24 y+ 2=1, 
21 +2y+42=2 
es 
1. £ 1 
Amll 1 2|=0, 
2 2 4 
Es fácil comprobar que las matrices 
. > > | - LE 
A=l1 1 2, Bal1 1 2 1 
22 4 2242 


tidnen el mismo rango, siendo rango A=rango0 B=2. Tomenos 
en el sistema (10) dos ecuaciones de tal modo que el rango de la 
matriz A” de los coeficientes de estas ecuaciones sea igual a 2. En 
este caso se pueden tomar la primera y segunda ecuaciones o la 
primera y tercera. Así pues, consideremos el sistema 


ny z2=1, ] 
+4 y+2=1. 
Pasemos una de las incógnitas a los segundos miembros de estas 
ecuaciones de tal modo que los coeficientes de las incógnitas restantes 
formen una matriz A” tal que rango A” = 2, En oste caso se puede 
pasar x 0 y. 
En resumen, el sistema no homogéneo 


(11) 


14 2=1—y, 

z+ lil (12) 
tiene el determinante 

1 
A" = 9 | =1>50. 
pe lo cual, tiene solución única para cualesquiera segundos miem- 
ros: 
i—y 2 il i—y 


E e 


Ny” 


l—y ¿=tw 2=>37 


en 
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Así pues, la terna de números (1 — y, y. 0), para y € (—oo, 00), dan 
todas las soluciones del sistema (12), quo también son soluciones de 
Ja tercera ecuación del sistema (10) (esta ecuación se obtiene de la 
segunda multiplicando por 2). 


4.6. Fundamentación de las reglas 


TEOREMA 4 Si el sistema (1) es compatible, o sea, que admile al menos 
una solución x, entonces, necesariamente rango B = rango A. 

La regla 1) se hasn en el teorema 4 (véase la pág. 23), puesto que 
si rango B > rango A, entonces no se cumple la condición necesaria 
de compatibilidad del sistema (1). 


DEMOSTRACIÓN DEL TEOREMA 4, Supongamos que el sistema (1) admite solu- 
ción PA rango A = k. Tenemos que demostrar que rango B = k. 
mo, por hipótesis, rango A == k, existe un determinante no nulo de A-ési- 
mo orden engendrado por la matriz A y, por consiguiente, también por la ma- 
triz B. Por lo tanto, rango B >k. No queda más que demostrar que todo deter- 
minante de (k -+ 1)-ésimo orden engendrado por la matriz B, es igual a cero. 
Si tal determinante consta sólo de los clementos a;,, entonces, naturalmente, 
igual a cero, ya que también es engendrado por la matriz A, la cual, por bipó- 
tesis es de rango £. Así pues, hay que demostrar que cualquier determinante de 
(k + 1)-ésimo ordon engendrado por la matriz B y continente una columna com- 
puesta por los números pr. os igual a cero. Sin restringir generalidad se puede 
suponer que éste es el” detorminante 


43 ... Gh Yi 
>Lo poso... .U1../1.-. 
Ghsr. 1 +++ Ahi Ue 


Siempre se puede reducir a este caso cualquier otro, reordenando de un modo 
adecuado las ecuaciones y las incógnitas xy. 

Por bipótesis, el sistema (1) es com liple, o sea, existe un vector < 
mm (Ly, .... Ep) que satisface a las ccusciones del sistema. Pero, entonces, en 
particular, el vector w» satisface las k + 1 ecuaciones del sistema nuevamente 
reordenado. Por consiguiente, 


411% e .»*TU¡hTh +2; =0, ) 


Y 
-.. 


Y." 1. y 10 DD DD) . Y Mi (13) 


Oh + hs. ATA TA 1 0, 
donde 


as * . * . . ». . . . . * . . . . . . . . . 


di Gir, hsrthrs ++“ linTn —Y1, 
(14) 


hor = Aher. het «her, nin — Yhe1> 
Formemos el siguiente sistema con las incógnitas 2,, Za, +... Ihr! 
41171 Ss ... = Gihn3h 4 driker ==, 
OD 8070.00: 0 :010/.0 4 LK: 0 0 4 0.0... 15) 
Gher, 181 ++" Zhez, A7A A or he1 0. 


En virtud de (13) y (14), este sistema se satisíace por los números t,, ... zh 
1, entre los cuales, en todo caso, hay uno no nulo. Pero, entonces, el determi- 
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nante dol sistoma (15) es igual a cero (véase el teorema 3), o sea, 


G11  +»»Gik Gp, heiTher FH=»-SHtinín —Y 
0= 


0h41, 1... Cher, h Chet, h+1Th+1 - q... +ahsr. nin — Yes 
G11 .-. Gh Aya | E «=- Q1h Yi 


” 


"e? 
+1 


— 


Gñ+1, A Cho. hYh+x 


UG ... 3h Yi 
Y 50 5.0.0.4. 09 


Ghost. 1 +++ Chet, h Vhs 
Esto último se debe a que los determinantes (¡ de (++-4)-ésimo orden 1) quo figu- 
ran en la suma S son iguales a cero, ya que el rango do la matriz Á es igual a k. 


Oñ+1.1 >>» Ahst,h Chet, s 


. (16) 


Queda demostrado que cualquier determinanto de (k + 1)-ésimo orden 
engendrado por la matriz B, es igual a cero, como se quería demostrar, 
Veamos ahora cómo so pu. fundamentar la regla 2) (pág. 24). Como o! 
rango de la matriz A es igual a k (rango A = k), el sistema (1) contieno k ecua- 
ciones tales que la matriz de sus cosficientes engendra un determinante de 
k-ésimo orden no nulo. Reordenando estas ecuaciones y las incógnitas, se puede 
conseguir que las primeras * ocuaciones del sistoma (1) 
Aut Ad. dinTn =Yr, 
a) (15) 


au Ti ++... Flintn— Yh 
tengan un determinante no nulo: 


Ah1 --- Ghk 
El sistema roordenado (1) lo escribiremos tambión así: 


. . . La . . * . * DD DW Di A LOA AO O MM DA . - - - 


OUT + FBLATA Yi — 81, hi ++ GinTn, 
(17) 
GRUTA «+ E GARTA == YA — LA dh ++ — LhnTn» 


Como el detorminante o 0, a cualquier sistoma de números Zj4j, »- +.» Zp 
lo corresponde un sistema único de númoros z,, +. ., Tp, los cuales, ovidente- 
mento pueden expresarse así: 


K 
ol , 
29 E Di (Ya 04, hifi — ++ — Gn?) Ászo 
a=1 


O OS CI O OA A O UR A A O TA (18) 


h 
gh 4 
EA > (Ya —4s, herTher — +++ —GsnTa) Ask, 
gasa | 
donde A, son los adjuntos de los elementos a,, en el doterminanto a. Por con- 


siguiente, todas las solucionos del sistoma (17) se expresan según las fórmulas 
(18). A tr4í» + + -» 2, so los pueden asignar valores arbitrarios y los valores de 
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Ly, - + »» Za 80 calculan según las fórmulas (18). Vemos pues, que el sistema (17) 
tiene infinitas soluciones. 

Queremos comprobar ahora que si, rango A = rango B = k, entonces 
rss 71 solución hallada x de las primeras k ecuaciones del sistema (1) es 
simultáneamente solución de las demás ecuaciones del sistema. Para precisar, 
demostromos que es solución de la (k + 1)-ésima ecuación. Así pues, considere- 
mos las ies rca (k + 1) ecuaciones del sistema (1) on escribiremos en la 
forma (13). Hay que demostrar que toda solución x de primeras k ecuaciones 
(13) es simultáneamente solución de la (% q 1)-ésima ecuación. Sea x= un vector 
que cumpla las primeras k ecuaciones en (19). Consideremos las ecuaciones 45) 
en las incógnitas 21, . . + Zp41, donde A, - - -, Ap4, se calculan según las fór- 
mulas (14) mediante las roo gas Ih+1s » » .» Tp del vector x. El determi- 
nante del sistema (15) es i a cero. Esto se ve por las ecuaciones (16) que hay 

ue leorlas de derecha a izquierda. Según la hipótesis, el determinante de la 

erecha es igual a cero. Pero, entonces, el sistema (15) admite solución no tri- 
vial £;, Lay - - +» Zper- AQUÍ £p41 += 0, ya que si se admite que el sistema (15) 
tiene una solución de la forma z,, .. ., 24, 0, EDLONCES 27, +» +., Za tiene que 
anularse pues el detorminanto a 54 0. Poro, entonces, y ==... = Ep = Tp4y = 
= () y el sistema z,, .. -., zp41 Sería trivial, Como el sistema (15) es homos eo, 
resulta que no sólo 2, .. , 2p,, satisfacen este sistema, gino quo también los 
números (sy. + 0) 


5 = 21 2h +11 ... 2% == 2/3 +10 
poseen esta misma propiedad. Pero, entonces, zí, . . ., sí Satisfacen el sistema 


do las k primeras ecuaciones (13) cuyo determinante o + 0. Ya sabemos que este 
último sistema admito la solución x,, ..., 7, y, en virtud de la unicidad, 


E 


Volviendo a la última ecuación en (15), vemos que la satisíacen los números 
(Lis + +.» Tp, 1), O sea, que los números (2,, ..., =9) satisfacen la (kx + 1)-ési- 
ma ecuación del sistema (13) y, en virtud de (14), el vector considerado x = 
= (Lio «<<, Thor Zo + + +1 Zp) Satisface la (k +4- - ecuación del siste- 
ma (2). Con esto, % proposición 2) queda demostrada. 


4.7, Método de resolución de un sistema 
mediante eliminación de incógnitas 


Se puede recomendar el siguiente método de resolución de un sistema 
de ecuaciones lineales, que es el método de eliminación de incógnitas 
(o método de Gauss ?). Sea dado el sistema 
GyTi +... “FOjntn =0y, 
Pai UA rai Pe (1) 
Gnil1 + +... +GnnTn =d,.- 
Multiplicando una ecuación cualquiera del sistema (1”) por una 
constante y añadiéndola a otra ecuación del mismo sistema, obtene- 
mos un nuevo sistema equivalente al anterior. El nuevo sistema de 


ecuaciones tendrá su matriz B”, que resulta de la matriz B mediante 
una transformación correspondiente (B => B”). La transformación 


1 K. F. Gauss (1777—41855), matemático alemán, 
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consiste en que cierta fila de la matriz B se transforma añadiendo a 
ella otra fila multiplicada por el número correspondiente. 

Del mismo modo, multiplicando una ecuación cualquiera del 
sistema por un número k + 0, dejando inalterables las demás ecua- 
ciones, obtenemos, evidentemente, un nuevo sistema equivalente al 
sistema inicial. El nuevo sistema tendrá una matriz B” que será 
correspondientemente transformada de la matriz B (B => B”). Esta 
vez, la transformación consiste en que la fila correspondiente a la 
ecuación en cuestión se multiplica por k. 

También surge la necesidad de permutar dos ecuaciones del siste- 
ma (1%), obteniendo, por lo tanto, formalmente, un nuevo sistema, 
pero equivalente al sistema inicial. En este caso, la transformación 
B => B' se reduce a la permutación de dos filas de la matriz B. 

Las tres transformacionos señaladas B > PB” se llaman transfor- 
maciones elementales de la matriz. 

En la práctica, en Jugar de escribir el nuevo sistema de ecuaciones, 
se limitan a escribir solamente la matriz correspondiente B”. Apli- 
cando adecuadamente operaciones elementales sobre el sistema de 
ecuaciones, o lo que es lo mismo, sobre la matriz B, siempre se 
puede conseguir resolver el sistema dado (1%), o bien, obtener un 
sistema claramente contradictorio. Como este último sistema es 
equivalente al sistema (1%), esto demuestra quel el sistema (1”) 
es contradictorio. 

A continuación se exponen ejemplos de aplicación de este método, 

La operación B => B* denota que 13” se obtiene de $ mediante una 
o varias transformaciones elementales. 

EJEMPLO 7. Resolver el sistema 


L, + 21, + 323 + 42, = 5, 

La + 2x2, + 3x, = 1, 

zx; + 3x, + 47, = 2, 

Z, + 2 + 524 + 6x, =1. 
Naturalmente, según el teorema 1, podríamos calcular todos los 
cinco determinantes de cuarlo orden y hallar x,, %¿, Za, Xy. Aquí se 


repetirían muchos cálculos. 
Formemos la malriz f5; 


B= 


pala pu O 
e Op 


donde, como vemos, la última columna consta de los segundos miem- 
bros del sistema, Multiplicando la primera fila por (—1) y añadién- 
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dola a la tercera y cuarta filas, obtenemos la matriz 


1 253 5 
0 123 1 
0 —2 00 -—3 
O —-122 —4 


En la matriz B los elementos de la tercora fila, que representan los 
cooficiontes de las incógnitas, son todos iguales a cero, salvo uno; 
permutemos esta fila con la segunda. Entonces, el elemento no nulo 
quedará sobre la diagonal principal: 

1 2 3 4 5 

0 200 —3 

0 123 a y 

0 -1 2 2 —á4 


También se puede mutliplicar la segunda fila por —1, para que se 
simplifique su expresión: 


B¡= 


Y ma 


234 5 

200 3 
B,= 123 4 
a 


OOC ma 


Ll A 2 


020.0 
al ERE 
0.0 2 2 —5/2 
Lo .CÉÓXS 1034 2 
030 0 581. 020060 35 
sl E E 5.0028 la > 
0% Y Ll Y y 0004 2 
10320 =$ 1000 454 
año 0399 o lua. 092090 3 
5.0020 -—182 10 0 2 0 1% 
0004 2 00.0n 4 2 


De aquí, 2, = 2, 23 = —13/4, x, = 3/2, x, = 15/4. 
Para no cometer errores, se recomienda hacer la prueba, susti- 
tuyendo los valores obtenidos on las ecuaciones iniciales del sistema. 
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Consideremos desde este punto de vista el ejemplo 5: 


ata + m-t, 
ntntanot] 
2, +2+312,=2, 
FE 4 E - E E 11%3 
pm La 1) 2-0 o 4 9) t3= (o 0 1 o] 
dl 1 432 00214 0.0.0 417- 


Por lo tanto, el sistema inicial es equivalente al siguiente: 


hr zm+ z=1, 
0.2, +0-x)-- 20.) 
0-2,+0-2+0-23=1. 


En la última fila el término independiente es igual a la unidad, 
mientras que los coeficientes de las incógnitas son iguales a cero, 
por lo cual el sistema es incompatible. 

Finalmente, en el ejemplo 6, 


(1 4/4 A A E | 
2 2 42 0020 
TRA 
1.3244 1014 
( 0.0 o) 0.010 As 


De aquí que 1, =0, 1, +x,=1, 0 sea, el sistema tiene un 
conjunto infinito de soluciones: x, = 2,, Z, = 1 — 2,, £4 = 0, donde 
zx, es arbitrario (—0 < zx, < 00). 


4.8. Cálculo del rango de una matriz 


Si sólo nos interesa averiguar el rango de la matriz B, entonces las 
operaciones elementales indicadas anteriormente B => B” las exten- 
demos no solamente a las filas, sino que también a las columnas de 
la matriz. Además, si en el proceso de estas transformaciones aparece 
en la matriz una fila o una columna compuesta totalmente por 
ceros, entonces éstos hay que suprimirlos de la matriz, o sea, hay 
que considerar Juego una matriz de orden inferior. 

Los siguientes ejemplos ilustran este método. 


30952 
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eJnmMrro 8. Hallar el rango de la matriz 


12845487 
ge PANA 
"1434321424 

0000045 


Está claro que el rango de la matriz B no es mayor que 4. En 
este caso, a, = 13£0, Multiplicando la primera fila por (—1) y 
añadióndola a la tercera, obtenemos: 


13 8 4 5 
0 CA 
"100 -2 -2 —4 

00 0 0.0 


tm 3 -1 


6 

1 
=Ñ 

4 


Multiplicando ahora la primera columna por los números corrospon- 
dientes y añadiéndola a las restantes columnas, obtenemos la matriz 


t 0 0 0 0 0 Ú 

B.— Do 4 0 1 0 1 1 
22100 -2 -2 -4 —4 —6 
o 0 0 0 0 4 5 


La segunda columna ya consta de ceros, salvo el elemento 47, = l + 
+0. Multiplicando la segunda columna por (—1) y añadiéndola a 
la 4, 6, 7 columnas, obtenemos: 


10. 0.0.0 0.0 
01 0.0 0 0-0 
dl AEREO 
00 0.0 0 4 5 
10 00000 10 000 
Jos 9006001. 04 DO00L_ 
15-29000910-2 4]. 
00. 00045 00.045 
10 000 10 00 
fo1r oo0oo]_, [01 00 
=lo 0-20 0] **=|00-2 0) 
0.0 0.40 0.0 04 
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El determinante de cuarto orden de la matriz B, es distinto de 
cero y, por consiguiente, 

rango B = rango B,=4 

EJEMPLO 9 Hallar el rango do la matriz 


O E 1 2 1 1 
pu: o | Jus ro 1 1 1) 0. 

1100 0 1 —4 -—4 

1 o 0 0 14 0 9 

-(9 1 1 STE 1 

0 A —1 — ..0.0 

00 

0.0 


100 1) 3 E 0 
lo 1 1 1)+=lo ; 
o sea, el rango de la matriz B es igual a dos. 

Los razonamientos en los ejemplos $ y 9 se basan en la siguiente 
regla general: 

En una transformación elemental B => B' se conserva el rango de 
la matriz, o sea, se cumple la igualdad 

rango B = rango 

Festa regla es evidente si la transformación olemental se reduca 
a la permutación de filas o columnas de la matriz o a la eliminación 
de la matriz de una fila o columna compuesta de ceros, 

Oveda nn caso más. que expresaremos en forma de un teorema. 

TEOREMA $. Supongamos que la matriz E se ha sometido a una trans- 
formación B => B", que consiste en que a una de sus filas (o columnas) 
se le ha añadido alguna otra fila lo columna). multiplicada por un 
número c. 

Hntonces, los rangos de las matrices B y B" son iguales. 

DEMOSTRACIÓN. Vamos a demostrar este teorema para las filas 
(para las columnas los razonamientos son similares). 

Sea k el número de orden de la fila do la matriz B = || by, || que 
se multiplica por el número e y que se añade a otra fila de B, euyo 
número orden supondremos igual a 1 (por lo tanto, la l-ésima fila de 
la matriz B” consta de los elementos chay + by. j=14, .... nm). 

Supongamos que 

rango B = r, rango B'="r', 

Es suficiente demostrar quer” < r, ya que por analogía se demues- 
tra que r Ár', de donde resulta 7 = 7, 

Sir = 0, entonces todos los elementos de Ja matriz B son iguales 
a cero y, por consiguiente, también son iguales a cero todos los ole- 
mentos de la matriz 5”, de donde r = r* =0, 

Sea ahora r > 0. Entonces existe una matriz A de orden r, engen- 
drada por la matriz B, con el determinante distinto de cero (1 A | 0), 


. 
e 
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mientras que todas las matrices A engendradas por Ja matriz P y de 
orden mayor que r tienen el determinante igual a cero. En la trans- 
formación PB == B” la matriz A se transforma en una matriz 4” 
(A => 4%), Supongamos que la matriz Á es de orden mayor que r. 

Si la Lésima fila de la matriz £ no participa en la formación de 


la matriz 4, entonces, evidentemente, 4 = A y0=]JA|=|A' Ll 
Si en la formación de la matriz A participan la lk-ésima y 
l-ésima filas de la matriz B, entonces 0=|4A]=|A4A*]. En 


efecto, para oblener el determinante | A” | hay que añadir a 
alguna fila del determinante | A | otra fila determinada del mismo 
multiplicada por el número ce, con do que el valor del delerminante 
no varía. 

Finalmente, supongamos que en la formación de la malriz A 
participa la l-ésima fila, pero no participa la k-ósima fila. Está claro 
(véase la propiedad h) de los determinantes) quo 

A“ I1=]A | +celjaAs, (19) 
donde A es una matriz de orden mayor que r, engendrada de A por 
sustitución de los elementos de la l-ésima fila por los elementos corres- 
pondientes de la k-ésima fila de la matriz PB. Evidentemente, si 
trasladamos al k-ésimo lugar la fila obtenida de este modo en el 
l-ésimo lugar, resulta una matriz de ordon superior a r, engendrada 
por la matriz B. Pero, entonces, | A | = 0. 

Do (19) obtenemos |4* | =0 4 c0 =0, 

Hemos examinado todos los casos en que el orden de la matriz A” 
es mayor que r y siempre ha resultado que | 4” | = 0. Esto muestra 
que r' = rango B" < r, como se quería demostrar. 


$ 5. Espacio tridimensional. 
Vectores. Sistema cartesiano 
de coordenadas ' 


5.1, Concepto de vector 


En éste párrafo consideraremos el espacio real. El concepto de vector 
en el espacio real ya lo conoce el lector por la geometría elemental. 


PP. 

Se llama vector (en el espacio real) a un segmento orientado AB, 
con el origen en el punto A y con el extremo en el punto B, que se 
puede trasladar paralelamente a sí mismo. Por lo tanto, se considera 


- Y) Señalemos que en este libro primero se expone el producto escalar de 
vectoros, luego la geometría analítica en la recta y en el plano y después de 
esto, en los $5 11—13 se dan los conceptos de PrRAneo vectorial A ps mixto 
de Perra Si se desea, estos párrafos pueden exponerse inmediatamente des- 
pués del : 
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—> — 
que dos segmentos orientados AB y A;,B,, que tienen longitudes 
iguales (| 48 | = | A,B, |) y una misma dirección, determinan un 


o. —> 
mismo vector a, y en este sentido se escribe: a = AB = A,B, (fig, 2). 


o» 
Se llama longitud | AB | = |a | del vector AB = a, al número 
(no negativo) que es igual a la longitud del segmento AB que une 


los puntos A y B. También escribiremos así: ¡AB | =|AB |. 


Fig. 2 


Los vectores que están situados sobre una misma recla o sobre 
rectas paralelas sc llaman colineales. 


— — 
Si los puntos A y A coinciden, entonces 414 = AA = 0 también 
se considera como un vector; éste es el vector nulo. Su longitnd es 


igual a cero ([0 | = 0), y la dirección carece de sentido. 
h a 
€ d b 
Flia * Te 
a+bicsd € b 
Fig. 3 Fig. 4 Fig. 5 


En geometría se considera la suma y diferencia de vectores, así 
como el producto de vectores por números reales. Por definición, 
el producto au = ae de un vector e por un número a, o bien, el 
producto del número « por el vector e, es un vector cuya longitud 
es igual a [aa | = | a |-ja | y cuya dirección coincide con la de a 
sia >0 y es opuesta a la de a sia <Ó0. Sia =0. la Jongitud 
| aq | es igual a cero y el vector aq se convierto en el vector nulo 
(en un punto), el cual carece de dirección, 

Un vector ese llama unitario, si su longitud es igual a 1, o sea, si 


lel=1, Si b=a:e y e es un vector unilario, entonces [b | = 
=|a 1, ya que |b¡=/a]-¡e[=[0/:1=l0 1, 
Por definición, un uúmero finito de vectores a, b, €, ..., se 


suman según la regla de Ja clausura de la cadena de estos vectores. 
. 7 5 * 

Las figs. 3 y 4 nos recuerdan cómo se hace esto. En Ja fig. 5 se muestra 

además cómo se restan los vectores. 
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5.2. Proyección de un vector 


Se llama proyección de un punto A sobre una recta L ¡Lig. 6) al punto A' 
en el que se corta la recta L con el plano que pasa por el punto Á 
y es perpendiemlar a la recta £, 

Tomemos una recta orientada L (fig. 7) y un vector a = AB. 


Se lama proyección del vector a = AR sobre la recta orientada L 


—— 
al vector A*B”, donde A”. B' son las proyecciones de los puntos A y 
B, respectivamente, sobre L (véase la [ig. 7). 


Pig. 6 Fig. 7 


La proyección del vector a sobre la recta orientada L se denota 
— os 


——» 
Dada una recta orientada £, las proyecciones AB” de cuales- 


— 
qua vectores AB sobre L están situadas en £ y llevan la misma 
irección que L o la dirección opuesta, 


—+ 

Por cierto, sí el vector AB os nulo o es perpendicular a £, enton- 
ces, evidentemente, su proyección sobre L es un vector nulo, que no 
tiene dirección. 

Junto con la proyección del vector a sobre la recta orientada L, 
que representa un vector, introduciremos un nuevo concepto, el de 
proyección numérica del vector a sobre la recta orientada L. Es un 
número que so denota por pr; a (sin flecha) y se define del modo 
siguiente. 


So llama proyección numérica del vector a = AB sobre la recta 


— 
orientada L al producto de la longitud del vector a = AB por el coseno 
del ángulo «w formado por el vector a y la dirección de L: 

pra = ja|cosía, L) = ja |coso (XX o <m). 
Señalemos los casos siguientes: 


, . 2 T 4 
Sia=0, o bien, si 4 = 3. entonces pr, a = 0; si 
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ajy0dy0d0<o< y , entonces la proyección numérica es positiva 
(pr, a > 0) y, evidentemente, es igual a la Jongitud del vector 
AB" pr, a = |AB | X cos wm = ¡AB |; en este caso, el propio 
vector ABD lleva la misma dirección que L; ahora bien, si a 3 0 
y > <w< añ, entonces la proyección mumérica es negativa 


——_+ 
(pr, a < 0) y, evidentemente, es igual a la longitud del vector A'B' 
tomada con signo menos: 


— 2) 
pr a = | AB | cos w = — ¡AB | — AMB” y; 


-—> 
en este caso, el propio vector A'B” lleva la dirección opuesta a la 
de £. 

So verifica le igualdad evidento, que expresa la relación entro la 
proyección del vector a sobre la dirección de L y su proyección numé- 
rica sobre L 

—— 
pra =epria. 


Aquí e es el vector unitario que leva la dirección de £. 
Si los vectores a y b ostán situados en Ja recta orientada £. en- 
tonces éstos pueden expresarse en la forma 


a =ue, b= fe, 


donde e es el vector unitario que lleva la dirección de L, mientras 
que a y B son unos números. Estos pueden ser posilivos, negativos 
o iguales a coro. 

So vorifican las igualdades evidentes: 


ae fe = (a 1f)e (1) 


que muestran que la suma y la diferencia de los veclores en cuestión 
so reduce a la suma y la diferencia de los números correspondientes 


a y f. 


5.3. Propiedades de las proyecciones 
de los vectores 


Las proyecciones numéricas de los vectores a y b sobre una dirección 
dada £ poseon las propiedades siguientes: 


pr, a + pr, b= pri (a + b), (2) 
pr, (aa) = 4-pr; a. (3) 
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La propiedad (2) se muestra en la fig. 8: 


—  — — > —> — >—_—_—_—_—_—_—_—_—_— 
pra+ prib =A'B'+ B'C' =A'C' = pr,c = pr, (a + b). 
Pero, entonces, 
e»pr, a + e-pr, b= e-pr, (a — b), 
de donde se deduce (2) (véase (1)). 


Fig. 8 


Como a = (a — b) + b (véase fig. 5), se tiene 
pr, (a— b) + pr, b= pr, a, 
y, por consiguiente, 
pr, a — pr, b = pr, (a — b). (2) 
Demostremos (3). Considerando que el ángulo formado por el 
vector a y la dirección de £L es igual a w, se tiene: 
si a >0: pr, (aa) = |Jaa |cos o =a |a | cos o = 4-pr; a; 
sia <0: pr, (aa) = | aa | cos (1 — wm) = 
=-—G |a |] cos (n — 0) =0a |a | cos Mm = 4 pr; a» 
Hay que tener en cuenta que, si « < 0, la dirección del vector aa 
es opuesta a la del vector a, y si a forma con L el ángulo w, entonces 


aa forma con L el ángulo n — 6. 
Si a =0, el primero y segundo miembros de (3) se anulan. 


5.4, Producto escalar de vectores 


Se llama producto escalar de dos vectores a y b al número (a, b) que es 
igual al producto de las longitudes de estos vectores por el coseno 
del ángulo «w formado por ellos: 


ab = (a, b)=|a||b|cos (a, b) = Ja|]|b|cos o. (4) 


Está claro que también se puede decir que el producto escalar 
de dos vectores a y b es el producto de la longitud del vector b por la 
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proyección numérica del vector a sobre la dirección de b, o bien, es el 
producto de la longitud del vector a por la proyección numérica de b 
sobre la dirección de a: 


ab = (a, b =Ja|pr,b=1|b|pr,a. 
El producto escalar posee las propiedades: 


la, b) = (b, a), (5) 
(a, b +) = la, b) + (a, c). (6) 
la, ab) = a (a, b). (7) 


La igualdad (5) es consecuencia inmediata de la definición de 
producto escalar. 
La igualdad (6) se demuestra así: 
la, bc) = ja] pr, (b+<) = |a |prab + la |pr,c = 
= (a, b) + (a. c). 
La igualdad (7) se demuestra del modo siguiente: 
la, ab) = |a | pr, (ab) = ja | a pr, b= a le, b). 
De (6) y (7), teniendo cn cuenta (5), se deduce que 
la + b, e) = (a, ec) + (b, e), (61) 
(ua, e) = a la, b). (7) 
EJEMPLO DE FISICA. Si un cuerpo, bajo la acción de una fuerza a, 
ha realizado una traslación rectilínea a lo largo de un vector b, 
entonces, como ya se sabe por la física. el trabajo W ejercido por la 
fuerza a es igual al producto de la magnitud de la fuerza | a | por el 
camino |b| y por el coseno del ángulo formado por los vectores 
a y b. 
W=lal|:1b ¡cos (a, b). 
Pero, entonces, 
W = (a, b), 
de modo que el trabajo indicado es igual al producto escalar de los 
vectores a y b. 


5.5. Sistema rectangular de coordenadas 


Ahora vamos a pasar a la descripción analítica de los vectores y los 
puntos del espacio mediante números. Introduzcamos en el espacio 
un sistema reclangular de coordenadas x, y, z, o sea, tres rectas orienta” 
das y perpendiculares entre sí que pasen por un punto O, denomi- 
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nadas ejes de coordenadas x, y, z (fig. 9). Se supone que para un sistema 
dado de coordenadas se ha elegido un segmento unidad mediante el 
cual se miden los demás segmentos Ll punto O se lama origen de 
coordenadas. 

Tomemos un puvto arbitrario A del espacio tridimensional. El 


—» 
segmento orientado OA so llama radio vector (o vector de posición) 


— 
del punto A. Á su vez. el radio vector determina un vectora (a - OA) 
que se puede trasladar en el espacio 
paralelamente a sí mismo. Las proyec- 
ciones numéricas del radio vector a 
sobre los ejos x, y, z las denotaremos 
por X, Y, z. respectivamente, Estas 
son las coordenadas del punto A; la 
y coordenada x se llama abseisa, la coor- 
denada y sollama ordenada y la coor- 
Fig. 9 denada z se llama z-coordenada (cota) 
del punto A. 


— 
Entre los puntos A del espacio y sus radios vectores OA, o lo que 
' es lo mismo, las ternas de números (£, y, 2) que representan las coor- 


—s 

donadas del punto A, o bien, las proyccciones de OA sobre los cjes, 
existe una correspondencia biyectiva. En virtud de esto, no habrá 
lugar a confusiones si a la terna de números (zx, y, 2) la llamamos 
punto A, cuyas coordenadas son los números dados, o veclor a 
cuyas proyecciones son estos mismos números. 

Escribiremos a = (z%, y, 2) y diremos que a ó (7, y, 2) os un vector. 
que es igual al radio vector del punto A y que tiene las coordenadas 
2, Y, 2. Clara que se puode considerar que el vector a es igual a algún 


—>» —| de — 
otro segmento orientado CD igual a OA (CD = OA), o sea, que tenga 


—- 
la misma dirección y la misma longitud que OA. En este caso, las 
proyecciones de a sobre los ejes coordenados se denotan frecuentemente 
mediante 2,. 2,, 2, y se escribe a = (82, 1,. 24). 

De la definición de vector como segmento orientado que se puede 
trasladar en el espacio paralelamente a sí mismo, se deduce que dos 
vectores a = [£,, Yu, 1) y $b = (za. Ya, 24) son iguales si, y sólo si, 
se cumplen simultáneamente las igualdades: 


Ta Y = Ye 2 Za 
Son válidas las igualdades 
y 3 y, 2)=(r4r0, yy, 212), (8) 
a (x, y, 2) = lar, ay, az). (9) 
La igualdad (8) se deduce de que la proyección de la suma o la dife- 
rencia de dos vectores (sobre el eje x, sobre el eje y y sobre el eje 2) 
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y igual a la suma o a la diferencin de las proyecciones de los suman- 
OS. 

La igualdad (9) se deduce de que la proyección del vector ua 
(sobre el eje x, sobre el eje y y sobre el eje a) es igual al producto de « 
por la proyección de e. 

Denotemos por i, j, k las vectores unitarios (do longitudes iguales 
a uno) cuyas direcciones coinciden con las direcciones de los ejes 
X, Y, z, respectivamente. Estos voctores se llaman vectores unilarios 
lo versores) de los ejes x, y. z. Un vector arbitrario (<. y, z) puede ex- 
presarse en la forma 


(2, y, 2) =xi + yj + 2h. (10) 
En efecto, 
i=(1,0.0, f-(0.1,0), k= (0, 0,1) 
Por lo tanto, en virtud de (8) y (0), se tiene 
xi+yj+zk=zx(1,0, 0) + y (0,1, 0) +2(0, 0, 1) = 
= ízx, 0, 0) + (0, y. 0) + (0, 0, 2) = (x, y. 2). 


Señalemos las igualdados que se verifican para los productos 
escalares de los vectores umilarios de los ejos 


ii=jj=kk=4, ij = ik = jk=0. 

Sean ahora a = (2, y, 2), b= ta", y”, 2). Entonces, 

ab = la, bh) = 14" — yy! +22. (11) 
En efecto, en virud de (6), (7), (6). (77), se tiene 
ab= (xi + y +) (i++ y Pd 2) = 0 ii av ij + 

+ a ik + ya ji + yy jj + uz jk + 20'ki + 
+ ay ki + 23 kk = 122 + yy! +22. 
En particular, haciendo en esta fórmula b =a, oblenemos que 
jap=a = + y?, 
de donde la longitud del vector « os igual a 
Jaj=+VEFp+a. 


De aquí resulta que Ja distancia entre los puntos « = (£, Y, 2) y 
b= (1. y', 2) es igual a (fig. 10): 
e 
¡AB |=|b—0|=+V (4 —2+(y4 — y (0 2. 
Para lo que sigue, es conveniente hacer un resumen de lo expuesto. 
Para ello, introduciremos una notación algo distinta de las coorde- 
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nadas. Precisamente, consideraremos en el espacio un sistema rectan- 
gular de coordenadas z,, 7. 25. En virtud de esto, todo punto del 
espacio se expresa por una terna de números 

== (L,, La, La). 


Este punto lo hemos denvtado con la letra negrita x= y lo llamamos 
también vector x con las componentes X,. La, Lg. 


B 
0 a Á 
Fig, 10 


Hemos demostrado que la suma y In diferencia de vectores, así 
como él producto de vectores por números se expresan mediante las 
ternas (2,, La, 73) del modo siguiente: 


(Lp, Za, ZA (7), 7,, 23) => 
== (2, + %;, Lat La, 3H A (12) 
a(t,, La, T7)= (ax, AT, AXg). 


El producto escalar de Jos vectores - = (1, Za, 23) y e" = (2,. 2;, 25) 
se expresa mediante las coordenadas de los vectores x= y z' según 
la fórmula 


ar =(12, 0) = 3%, + 20 + LI, (13) 


La longitud del vector x = (%,, £¿. 24) es Un número no negativo, 
ignal a 


[| =V3F 2. (14) 


Finalmente, la distancia entre los puntos 7 = (2,, Za, Ta) y a = 
= (2, Z,, x3 os igual a 


la—z ¡Via la — 2 + (xj 23). (15) 


E) espacio real cuya geometría hemos ostudiado, se llama espacio 
tridimensional, pues sus puntos se expresan de un modo natural 
mediante ternas de números reales. Lo denotaremos por Ra. 

Un plano arbitrario lo denotaremos, naturalmente, por R.. En R, 
se puede considerar un sistema rectangular de coordenadas x,, 2). 
mediante el cual, un punto arbitrario de /?,, o bien, su radio vector 
se puede expresar por un par de números (z,, Xy). Las operaciones de 
adición, sustracción y multiplicación por un número para los vectores 
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pertenecientes al plano cumplen, evidentemente, las condiciones 
(12) que hemos obtenido anteriormente, donde entre paréntesis hay 
que suprimir siempre las terceras componentes. El producto escalar 
de vectores pertenecientes al plano en cuestión también sé expresa 
por la fórmula (13), donde en el segundo miembro hay que suprimir 
el tercer término. Lo mismo se refiere a las fórmulas (14) y (15). 

La goneralización de los espacios R, y Ry es el espacio Ry, donde 
n es un número natural arbitrario. 

El espacio R, para n>3 08 una invención matomática. Por 
cierto, es una invención genial que ayuda a comprender matemática- 
mente muchos fenómenos complicados. 


5.6. Problemas 


1. Hallar las longitudes de lus vectores (1, 1, 1), (1, —A, 1), SS 2, 3). 

2. Hallar el ángulo formado por los vectores (1, 0, 1), (1, 2, 2). 

3. Sea dado un cubo unidad (con la longitud de la arista igual a 1). Hallar 
el ángulo formado por: a) la aq o as 20! la diagonal de una cara que 
Parton » un mismo vértice; b) dos disgonalos de dos caras que parten de un 
mismo vértice. 


$ 6. Espacio euclídeo »-dimensional. 
Producto escalar 


6.1. Espacio n-dimensional R, 


El conjunto de todos los sistemas posibles de números reales (comple- 
jos) (tj, . . .. Zn) se lama espacio real (complejo) n-dimensional y se 
denota por /?,. Cada uno de los sistemas lo denotaremos por una 
letra (negrita) sin subíndice: 


S ie i«k: En) 


y lo llamaremos punto o vector de R,. Los números 2,, . . ., Zn se Jla- 
man coordenadas del punto (vector) x o también, componentes del 
vector z. 

Dos puntos 


Y rd mA e a) 
se consideran iguales sí sus coordenadas correspondientos son iguales: 
. Tj¡= 2) 1 E 
En los demás casos, «+ y x' son distintos (e > a”). 
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Los sistemas (vectores) 2 = (Xy, .... Td Y = (rs + - .1 Yn) Se 
pueden sumar y restar, así como multiplicar por números reales 
%. Pb... .. 8 H, os el espacio real, y por números complejos si HR, 
os el espacio complejo. 

Por definición, se lama suma de los rectores « e y al voctor 


TA Y (A+ Ya Ta + Ye o + En + Y), (1) 
y diferencia, al vector 
e—Y — (21 —Yrs » » «> £n — Un). (2) 


Se Hama producto del número a por el vector x, o bien, producto del 
vector x por el númoro a. al vector 


Or = 0 == (AL, . . .. Atn). 
Finalmente. el vector —x se define por la igualdad 
——Yl == (1) x == (—Z,, Ñ my. —Ln). 


También so introduce el concepto de vector nulo, cuyas compo- 
nontos you iguales a cero: 


0=(0,..., M. 


Er identemente, se complen las propiedades, 

y) r+y=y+z, 

2) (ET y) +23 2 - (y - 2), 

3) r—y=x+(-1) y, 

4) as y- ay = a (r 4- y), 

Y) ar- pa (a+, 

0 a (pa) = (af) x. 

ra O A 

S) r+(—a) =0, 
donde a. f son números arbitrarios, mientraz que z, y ER». 

El espacio R, ee llama lineal puesto que en el mismo se cumplen 
las propiedades 1) — 8) enunciadas anteriormente (véase más adelan- 
te la nota 1). 

El número (no negativo) 


SE 
la /=/ 22 (3) 


se llama longitud o norma del vector a = (%;, . . ., Zn) en el espacio 
real RAR. 

La distancia entre los puntos x= (Xj, .... In) e y = (Y, » » -, Yn) 
del espacio real R, se define según la fórmula 


[n—y|= Vv PN (Z, —Yn)?- (4) 


$ 6. Espacio cuclídeo r-dimen, Producto escalar 47 


' 6.2. Producto escalar 
en el espacio real .R. 


Se llama producto escalar de dos vectores == (%,. .... Ip) e y = 
= (Ur... «, Yn) en el espacio real 21, (los números x,, y, son reales) 
al número 


(2, y) Y 28 (5) 
io | 


El producto escalar en cl espacio roal R, cumple las propiedades: 

a) (7, 2) 0; además, la igualdad a cero se verifica si, y sólo 
si z=0=0,... 0, 

bh) (2. y) = (y. x). 

c) (ax + Py, z) = a xr. 2) + f (y, 2). 

En efecto, 


n” 
(a, 1)= Y) 24>0 
¡1 


y la igualdad sólo es posible sir, =... = *, = 0. Por otra parle, 


n n 
(r, y)= 2 2,Y¡= 2 y ¡2 =(y, 2) 
Y 


n 
(ao+fy, 2)= Y) (02, +Py,) 2,= 


—u 2 2,2: +B A y¡a= ax, 2)+P (y, 2). 


6.3. Producto escalar 
en el espacio complejo HR, 


Se llama producto escalar de dos vectores e = (Xi, .... In) e y = 
= lis. . .. Yn) en el espacio complejo R, al número 


(2, y)= 2 Y (5) 


donde y, es el número complejo conjugado de y, (por definición, si 
z=u + Pi, donde a y f son reales, entonces, 2 = a — Pi). 

El producto escalar en el espacio complejo R, cumple las pro- 
piedades: 
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a') (a, 2) >0; además, la igualdad a cero se verifica si, y sólo 
s,==0=(0,..., 0), 

y) (2 y) = (Y, 2), 

c') (uz + Py, 2) =a (x, z) + B (y, 2). 

En efecto, 


n ” 
, 1)= = 20, 
(a, x) > LT; 2 | x) | 


y la igualdad sólo es posible si x, =... = %, = 0. Por otra parte, 


TAE n n En n en 
(z, y-=(2 =u)= 2 TY] = 2 Yi2,=(9, 1). 


1 
Aquí se han aplicado las propiedades de la operación de conjugación 
242 =2 +2. 22, =2:21. Finalmente, 


(ax + By, 2)= A (ax, +Byy) z,= 


=0 2 2248 2 y2=0(0,2)+8(, 2). 


En el espacio complejo R, la longitud del vector x= se define 
mediante la igualdad 


121Y/ Dia n=Y Daz, (3) 
j=1 ¿1 


y la distancia ontre los puntos IT = (Zi, . . +», Tn) 0 Y = (Y1, - » »» Yn) 
así: 


[e=yl= Y 2123—y1" (45 


Fácilmente se observa que para valores reales de z;, yy, las expre- 
siones (3) y (4) son casos particulares de las expresiones (3'), (4'). 

El espacio R, (real o complejo) en el que se ha introducido el 
producto escalar según la fórmula (5) (o (5'), respectivamente) se 
llama espacio euclídeo n-dimensional, 


6.4, Desigualdad de Buniakovski 


En adelante nos limitaremos al estudio del espacio real n-dimensional. 
En este espacio los vectores se multiplican por números reales. Nos 
permitiremos omitir a veces el término sreal». 
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De las propiedades a), b), e) del producto escalar se deduce la 
importante desigualdad de Buniakovski *): 


Ho, yI<V(, ajV (y, y). (6) 


En efecto, para cualquier número real A, 


0<S (2 +14y, 24 4y) = (2,2) +4 (y, 2) +2 (2, y) + 
+01 Y, y) = (2,2) 42 (2,4 + (y, y) 1? = a + 2b4 + ch?, 


donde a == (2, 2), b = (z, y), e = (y, y). Vemos que el polinomio 
cuadrático 


a +20 +:c«d*%>0 (—o<i< 00) 


es no negativo para cualquier 4 real. Por esta razón, toda su gráfica 
ostá situada por encima dol eje 4, y esto sólo es posible si el diseri- 
minante del polinomio es negativo o es igual a cero, o sea, si hb? — 
— ac < 0, de modo que h* < ac, con lo que obtenemos la desigual- 
dad de Buniakovski (6). 

En términos de componentes de los vectores x e y, la desigualdad 
(6) puedo escribirse así: 


[Zaml<y 23 Y Qu dl 


Por lo tanto, para cualesquiera números reales x;, y, se verifica 
la desigualdad (7). 


Un virtud de (3), la desigualdad de Buniakovski puede escribirse 
así 
le yyli<lellyl 


Pero, entonces, existe un A único que satisface las desigualdados 
—1 XZX1<Í y tal que se verifica la igualdad exacta 


(2, y) =Aje|]yl 


Señalemos que en lO, ax] la función cos ¿ admite una función inversa 
uniforme y estrictamente decrociente con el campo de valores sobre 
[—1, 1]. Por esto, para todo 1 (—1 <14<1) existe un ángulo 


único w (0< w < a) tal que A = cos w. Por lo tanto, hemos demos- 
trado la igualdad 


(7, y) = |] |y]cos 0. (8) 


El número «w se llama ángulo formado por los vectores n-dimensionales 
*.e y, aunque en realidad, para n > 3 los vectores e y no son segmen- 
tos reales sino abstracciones matemáticas. 


1) V. Ya, Buniakovski (1804—1889), matemático ruso. 
4—0952 
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Los vectores x e y se llaman ortogonales si su producto escalar es 
igual a cero: 


n 
(2, y)= 2 21410. 


De (8) se deduce que, para que dos vectores no nulos x e y sean 
ortogonales es necesario y suficiente que el ángulo formado por ellos sea 
a 


igual ao =>. 
6.5. Desigualdad de Minkowski " 
Señalemos una desigualdad importante de Minkowski 
le+yi<izl+]lyl (9) 
o bien, en términos de componentes 


V3mr<V 3a+Y/ Eu 00 


Esta puede demostrarse así: 
la+yP=(2+y 2+yY) = (2, 2) +2 (2, y) + (y, y). 
Aplicando la desigualdad de Buniakovski (6), se tiene: 
|2+y P<(z, 2)42/ (0, 2)V (y, + (4, y) = 

= (Vie, 2) + VU, y). 
de donde se deduce (9). De (9) se deduce la desigualdad 
[lel—=lyll<iz—yl, (11) 
pues 
jr|=[e—-y+yl<Iir—yl+lyl 
Iyl=ly—_=+=|<je—yil+]/|v%1 

E Ballar el ángulo formado por los vectores (1, O, 1, 0) 
y (1, 1, 1,1). 

Nota 1. Un conjunto arbitrario E, compuesto por elementos de 
cualquier naturaleza x, y, Z, . . ., $e llama espacio lineal, si existe 
una ley según la cual, para cualesquiera dos elementos z, y €£ 
están definidos unos elementos z + y € E y - — y € £, denoraiina- 
dos suma y diferencia, respectivamente, de los elementos x e y, 
y para cualquier número real o complejo « y cualquier elemento 
z € E está definido un elemento ax = xa € E, denominado producto 
de a, por z, o bien, producto de z por «. de modo que se cumplen las 
propiedades 1) — 8) enunciadas anteriormente en el ap. 6.1, donde 
e =(—1)x y 0=0%, Vr€ E. 


1) H. Minkowski (1864-—1909), matemático alemán. 
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R, se puede considerar como un ejemplo de espacio lineal, pero 
también existen otros ejemplos interesantes. Por ejemplo, el con- 
junto C de Jas funciones f, q, Pp, . . . continuas en un segmento la, b], 
considerando que f + q, f— q, af se han definido como f (x) + 
+ (2), f (12) — p (2), af (1), es un espacio lineal. 

Un espacio lineal con el producto de sus elementos por números 
reales (o complejos) se llama espacio lineal real (complejo). 

Nota 2. Si en algún espacio lineal E, a cada par de elementos 
x, y se les ha puesto en correspondencia un número («, y) tal que 
se cumplen las propiedades enunciadas anteriormente a), b), c), 
en el caso real, y a”), b”), c'), en el caso complejo, entonces se dice 
que en E se ha introducido un producto escalar. 

Anteriormente se dio la definición de espacio euclídeo n-dimen- 
sional; éste es el espacio R, en el que se ha introducido el producto 
escalar según las fórmulas (5) ó (5”), respectivamento. 


yr $ 7. Segmento. División 
de un segmento en una razón dada 


Tomemos unos puntos arbitrarios x, y € Ry y consideremos el con 
junto de puntos (vectores) 


2=10 + uy (4p>0 4+p=1), (1) 


determinados por los números no negativos A, H cuya suma es igual 
a 1, Se tieno: 


2¿=(—-pHr+py=>+py—2x) (0<u<t)  Q) 
o bien, 

2=y+id(e—y (0<i<1!). (2) 
De la igualdad (2) vemos que en el espacio tridimensional los puntos 
z completan el segmento que une x e y. Esto se debe a que el radio 


e UK + 
3 1) 


Fig. 11 


vector z es la suma del vector x y del vector u (y — 2), el cual es 
colineal con y — x (fig. 11). Por lo tanto, el conjunto de puntos (1) 
representa un segmento la, y) en Ry que une los puntos zx e y. Para 


qe 
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p=02=x, para AÁ=0 z= y, y para cualquier 14>0 (un = 
=1—2>0) z 0s vo punto arbitrario de lz, yl. 
Por definición, se llama segmento lx, yl que une los puntos x, 
y € R, al conjunto de todos los puntos z de la forma (1). Se verifica el 
TEOREMA 1. El punto 


¿=%w + (Mp4>0 24+u=1) 


divide al segmento lx, y] que une los puntos x, y € R, en segmentos 
cuya razón de longitudes es igual a y ; A. 

DEMOSTRACIÓN. De (2) se deduce que z — x» = y (y — 2), por lo 
que la distancia entre los puntos x y zos igual a 


¡a=z=|=ply—x|l (3) 
Por otra parte, de (2”) resulta z — y = A (e — y), y por lo tanto, 
la distancia entre los puntos z e y es igual a 
¡z=y|=A|r—yl. (4) 
De (3) y (4) se deduce que 
[z=x|:[lz-y|=p4:24, 


como se quería demostrar. 

PROBLEMA. So pide hallar en el segmento la, yl, que uno los puntos 
zx, y E R,. un punto z que divida este segmento en la razón p: q 
(p >0, q > 0). 

SOLUCIÓN. Tomemos los números 


2: AN 
=> PE 0 


Estos cumplen las propiedades A, ' >0,14+u= dl, u/h = p/g. Por 
esto, en virtud del teorema 1, el punto pedido es 


e PAP 
2=14xr+uy e" (5) 
Sus coordenadas z = (2;, . - -» Zn) se expresan mediante las coorde- 
nadas 2 = (21, .. +» Tn), Y = (Yis - > +» Yn) por las fórmulas 
qz ¡+ py 
A (¡=1, ..., 2). (5) 


En particular, el punto medio del segmento se obtiene para p = 
=q=Í, o sea, para 4 = y = 1/2. 

Señalemos que, como se demuestra en la mecánica, el punto 2 
determinado por las fórmulas (5) o (5”) es el centro de gravedad dol 
sistema de puntos z e y en los que están concentradas las masas 
q y p, respectivamente. 

Obsérvese que en Ra, el conjunto de puntos 


2=l+u A+pu=!1, 
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donde 4 y u son de signo arbitrario, representa la recta que pasa por 
los puntos x= e y. Esto se ve en la igualdad (2). 

En lo que se refiere al espacio R, (n > 3), este conjunto se llama 
recta por definición. 

BrempLO 1. Hállense las coordenadas del centro de gravedad de 
un sistema de puntos materiales z* = (xt, xi, xi) de masas Pa 
(k=4,..., M), respectivamente. 

Aplicando las fórmulas (5) a los puntos z*, x*, hallamos el centro 
de gravedad z! de estos dos puntos. Luego hallamos el centro de 
gravedad z* de los puntos z' y a? de masas p; + Pa Y Pa, Tespectiva- 
mente. Continuando este proceso, después de (M — 1) pasos, obte- 
nemos; 

M 


1 
A: =— 
O ES => 2 pi U=1, 2, 0). 
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El concepto de recta es primario en la geometría. De los axiomas de 
geometría sabemos que por dos puntos pasa una sola recta y que por 
un punto situado en una recta dada se 
puede trazar una recta única perpendi- 
cular a la dada. 

En el plano tomamos un sistema 
rectangular de coordenadas (z, y) y una 
recta £ no paralela al eje y (fig. 12). Por 
el curso escolar sabemos que la ecuación 
de la recta L tiene la forma 
donde k = tg a y a; es el ángulo formado 
por la recta L con la dirección positiva 
de] eje x, y les la ordenada del punto de intersección de L con 
el eje y (1 = 0B). 

Cuando se dice que (t) es la ecuación de la recta L, con esto 
quieren expresar que L es el lugar geométrico de los puntos cuyas 
coordenadas (x, y) satisfacen la ecuación (1), lo cual se observa fácil- 
mente en la fig. 12. El punto A es un punto arbitrario (variable) de 
la recta L cuyas coordenadas son (z, Y), BC = x, AC =y=—l, y 


Fig. 12 


k=tga=!, (15 


de donde se deduce (1). Recíprocamente, la igualdad (1) es equiva- 
lente a la igualdad (1), y esta última expresa el hecho evidente de 
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que el punto (x, y) ostá situado sobre la recta £. En la fig. 12 el 
ángulo a es agudo. En el caso de un ángulo obtuso « se pueden hacer 
unos razonamientos semejantes. 

Consideremos lu ecuación 


Azx+By+c=0, (2) 


donde A, B, C son ciertos números y además, A y BL no son simultá- 
neamente iguales a cero. 
Si B 30, entonces la ecuación (2) puede expresarse en la forma 
siguiente: 
Á Cc , 
VU —F 5 (2) 


o bien, haciendo 


en la forma (1). Como las ecuaciones (2) y (2') son equivalentes (ya 
que cualquier punto (zx, y) que satisface una de estas ecuaciones 
satisface también la otra), la ecuación (2) para B 30 os la ecua- 
ción de la recta que forma con la dirección positiva del eje x un 


ángulo a cuya tangente es igual a — £ (tg a = —A/B), y que se 


corta con el eje y en el punto de ordenada —C/B (i= —C/B). 
Para B =0 la ecuación (2) toma la forma 


Ar+C=0 (4 40), 


z=a (a = —C/A). 


Esta también es la ecuación de una recta, pero paralela al eje y. 
Es, precisamente, el lugar geométrico de los puntos (x, y) cuyas 
abscisas z son iguales a un mismo número 2. 
En la fig. 13 viene representada una tal recta 
para a > 0. 

De lo expuesto se deduce que la ecuación 
(2), donde A, B, €” son unos números dados 
y Á y B no son simultáneamente nulos, es la 
ecuación de una recta. Si B % 0, esta recta no es 
paralela al eje y. En particular, si A = 0 es pa- 
ralela al eje x (y = —C/B). Si B = 0 es paralela 
al eje y. Señalemos que la ecuación del eje x es, 

Fig. 13 in, y =0, mientras que la dol eje 
y es, z=0, 

La ecuación (2) se llama ecuación general de la recta. Cualquier 
recta, situada arbitrariamente con respecto al sistema de coordena- 
das, puede expresarse por una ecuación de la forma (2) para valores 
adecuados de las constantes A, B, €. Subrayemos que los números A 


o bien, 
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y B en la ecuación (2) de la recta no son simultáneamente iguales a cero. 
El número k en la ecuación (1) se llama coeficiente angular de la recta. 

Resolvamos varios problemas importantes. 

PROBLEMA 1. Escribir la ecuación de la recta con el coeficiente 
angular k y que pasa por un punto dado (zp, Yo). 

soLucióNn. La recta con el coeficiente angular k tiene la forma 


y=k3w+1, (3) 


donde 1 puede ser cualquier número. Como el punto (xo, Yo) tiene 
que estar situado sobre la recta dada, tiene que cumplirse la igualdad 


Yo = kxo + E (4) 
Restando (4) de (3), obtenemos la ecuación pedida de la recta 
y — Yo => k (1 — £y) (5) 


que pasa por el punto (%,, Yo) y tiene el coeficiente angular k. 
pPrRoBLEMA 2. Escribir la ecuación de la recta que pasa por dos 
puntos dados (x,, 41), (Za, Ya). Se supone que los puntos son distintos. 
SOLUCIÓN. Supongamos que zx, Xy. Entonces, evidentemente, 
la recta buscada no es paralela a) eje y, por lo cual, puede expresarse 
en la forma 


y — Mi =k (2 — 24), (6) 


donde k es un número. La ecuación (6) ya expresa que la recta pasa 
por el punto (z,, Y,). Para que pase también por el punto (%y, Ya), 
es necesario que se cumpla la igualdad 


Ya — Y = k (22 — 21). (7) 
Dividiendo (6) por (7), obtenemos 
IZA — 12] 
Ya Y TY, * (8) 


Esta es la ecuación de la recta que pasa por los puntos (%,, Y1) y 
(Za, Ya)- 

Nota. Podría suceder que Ys — Y, = 0; entonces, formalmente 
obtendríamos la igualdad 


JR A 


0 E Ty — 21 3 


A pesar de lo absurdo de esta igualdad, sin embargo, la escriben así, 
pues se considera que es muy cómoda. Despejando, obtenemos una 
igualdad verdadera 


t—Z 
yy =0=0 
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v bien, 
y = Y,. (9) 


El caso 2, = xy, = c da lugar a la solución zx = e. 
PROBLEMA 3. Hallar el ángulo «w formado por las rectas 


y=kx+ Ll, y=kz=+l. 


SOLUCIÓN. So tiene, k, = tg 41, ka = tg %, donde a. a, son los 
ángulos respectivos, formados por las rectas dadas con la dirección 


Fig. 14 


positiva del eje x. Entonces (fig. 14), 


. 1 —! k,— 
e 
y hemos obtenido la fórmula para el ángulo formado por las rectas. 
El caso 1 + kk, = 0, o bien, 
kika = —A (11) 


expresa la condición de perpendicularidad de las rectas, La condición 
de paralelismo de las rectas (tg wm = 0), se expresa así: 


k, = Kg. (12) 
Escribamos la ecuación (2) en la forma siguiente: 
Ax, + Apt + C =0, (2) 


donde haromos 2 = 2%, Y =Za, A = Aj, B=A.. Para A,5£0, 
A, +0, C 30, la ecuación (2') puede escribirse en la forma 


E t__ 
A ¿=i, (13) 
donde a = —C/A,, b = —C/A),. Esta ecuación se llama ecuación de 


la recta ssegmentaria». Esta recta se corta con el eje x, (la recta x, = 0) 
en el punto (a, 0) y con el eje x, (la recta z, = 0) en el punto (0, b). 
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Si la recta que satisface la ecuación (2') pasa por el punto (27, 77), 
entonces 


AX + Ag + C=0. (14) 
Restando (14) de (2'), obtenemos 
A, (2, — 20) + Ay (1, — zo) = 0. (15) 


Esta se llama ecuación de la recta que pasa por el punto (x3, x;). 

Si se introducen los vectores A = (4,, 44), Y = (2,, Zo), 2 = 
= (z;, 23), entonces el primer miembro de (15) se puede considerar 
como el producto escalar del vector A por el vector + — x*. Por lo. 
tanto, la ecuación (15) en forma vectorial se expresa así: 


A (2 — 2%) =0, (157) 


El vector x — x* pertenece a la recta L (fig. 15). Así pues, en (15') 
se observa que el; vector A = (4,, As) es ortogonal (perpendicular) a 
Ja recta dada, con lo que queda establecido el significado geométrico 
de los coeficientes A, y Az. 

Consideremos dos rectas 


Ajr, + Ay +€1=0 (Ly), (16) 
Bix; + Ba 4 Ca == 0 (La). (17) 


Como los vectores A == (4,, A.) y B = (B,, B,) son perpendiculares 
a las rectas (16) y (17), respectivamento, el ángulo y formado por las 
rectas (16) y (17) es igual al ángulo formado por los vectores A y B 
(fig. 16). El ángulo q se puede calcular por la fórmula 


e A1B,¡+ AB, 
SEP TALE AFA YRFA ea 
Nota. Si q es el ángulo formado por las rectas, entonces 1 — q 
también es un ángulo formado por estas rectas. El número (18) puede 
ser positivo o negativo. Uno de ellos corresponde al ángulo q y el 
otro, al ángulo a — q. 
De (18) obtenemos la condición de perpendicularidad de L, y Ly 
iq = 1/2, cos y = 0): 


AB; = AsBa = 0. (19) 


Si las rectas L, y Ly son paralelas, entonces los vectores A y B son 
colineales y A =1AB, donde 2 es un número real. De aquí que la 
condición de paralelismo de rectas se expresa por la igualdad 


Ar __ 4 
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Sea dada una recta arbitraria L en un sistema rectangular de 
coordenadas (fig. 17), que no pase por el origen de coordenadas, y sea 
a una vector con el comienzo en el origen de coordenadas, perpendi- 
cular a la recta L y tal que su extremo esté situado sobre la recta. 
El vector a determina totalmente la recta L (por el extremo del vector 
a pasa una recta única perpendicular al mismo). Sea p la longitud 
del vector a (p = la |) y v = (cos a, cos a), el vector unitario que 
lleva la misma dirección que el vector a. Aquí a, es el ángulo formado 


Pig. 16 Fig. 17 


por el vector a (o el vector v) y la dirección positiva del oje zx; 
(i=1, 2); cos* a, +08 a, =1 (cos 1, = sen ,). Denotemos 
por = = (7,. 2,) el radio vector (el vector de posición) de un punto 
arbitrario (un punto variable) de la recta L. La proyección del vector x 
sobre el vector unitario v, evidentemente, es igual a p, o bien, el 
producto escalar del radio vector de un punto arbitrario x de la recta 
L por el vector v es igual a p: 


(2, Y =|v|pry =p. (21) 


En resumen, hemos obtenido la ecuación vectorial de la recta £, ya 
que, recíprocamente, si el radio vector de un punto satisface la 
ecuación (21), entonces ésto está situado sobre L (un punto no situado 
sobre L tiene una proyección sobre y distinta de p). 

Si la recta L pasa por el origen de coordenadas, entonces su 
ecuación también puede expresarse en la forma (21), donde v es un 
vector unitario perpendicular a la misma. 

En coordenadas, la ecuación (21) tiene la forma 


TZ, COS Y, + 24 005 Aa =p (p=0) (21) 


x1 Cos y + x¿sen a, =p (p >0). (21”) 


La ecuación (21) (o la (21”) se lama ecuación de la recta en la forma 
normal. 


Si la recta L viene dada por la ecuación general (2”) 
Ay, + Agr +C0=0, 


o bien, 
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entonces, ésta puede reducirse a la forma normal multiplicándola 


por el número 
M=x1/V ETA, (22) 


donde se debe tomar el signo contrario al de € (p = —MC >= 0). 
El número M se llama factor normalizador, Como 


(MA? + (MAY = 1, 


existe un ángulo único a, que cumple las desigualdades 0 < «, < 2n 
y tal que 
MA, = (03 Uy, MA, == Son Uy. (23) 


De este modo, obtenemos la ecuación (21), donde p = —MC => 0. 
Señalemos una vez más que el número p es igual a la distancia del 
origen de coordenadas a la recta. 

PROBLEMA. Hallar la distancia d de un punto x* = (27, xi) a la recta 
L dada por la ecuación 


Ar, + Agr. +C 0. (24) 
SOLUCIÓN. Sea 
(1, y —p=0 (25) 


la ecuación normal de la recta (24). Entonces, si C + Use tiene que 


p (p>0) es la longitud del vector ÓA que une el origen de coorde- 
nadas con la recta £, mientras que y es el vector unitario que lleva 


Ja dirección de OA (p = ¡ÓA |, Y = Alp, véase la fig. 18), Sea 
el radio vector de un punto arbitrario de L. Entonces, evidentemente 
para hallar la distancia del punto cuyo radio vector es %a £, hay que 
hallar la proyección del vector - — zx? sobre la dirección del vector 
w y tomar el valor absoluto de la proyección: 


d =|pr, (1 — 2%) | = | v|= 
= | (2, v) — Ap A il | (2, v) — p |. 


Queda demostrada la fórmula 
d=]|(, y —p!l. (26) 


Por lo tanto, para obtener la distancia d, hay que reducir la 
ecuación (24) a la forma normal, trasladar p a) primer miembro, sus- 
tituir en el primer miembro x, y xy por las coordenadas correspondien- 
tes 22, 1 del punto a” y tomar el valor absoluto do la expresión obte- 
nida. 

Mediante los coeficientes A,, As, C, la fórmula (26) se expresa así: 


d= Lol, 26 
AA (26") 
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Para € = 0 sigue siendo válida la fórmula (26) y, por consiguien- 
te, también la fórmula (26'). En este caso, p = 0, v es uno de los 


Fig. 18 Fig. 19 


dos vectores unitarios que son perpendiculares a L (fig. 19). Ahora 


d=| pr, (2—x)]|=|(v, 2 —2) | = 


l = | (v, 2) — (v, 29) | = |] (v, 22) | 
o bien, 


de LA 4438 | 
VA ? 


o sea, resulta la fórmula (26) para C = 0. 


Nota. En la fig. 18 se observa que, si el origen de coordenadas O y el punto 
a" están situados: 
po un e Al de L, entonces el ángulo formado por v y - — x* 
es agudo 
> día istintos Jos de £, entonces el ángulo formado por v y z— z* es 
Pm S d= (2, y) E 
PROBLEMA. Hallar la distancia del punto (1, 1) a la recta 2x =- 


+ V5y-—V5=0. 


$ 9. Ecuación del plano 


9.1. Ecuación del plano en la forma normal 


Tomemos en el espacio Ry, en el que se ha introducido un sistema 
rectangular de coordenadas (%,, Ty, 23), un vector a con el origen 
en O. Tracemos un plano L por el extremo del vector a, que sea per- 
pendicular a este vector (fig. 20). Denotaremos por == (L,, Lg, Ty) 
un punto arbitrario (un punto variable) del plano £. La letra x 
denota también el radio vector del punto z. 
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Sea p = |a[ la longitud del vector a y 
y = (c0S (%,, COS Lg, COS Ay) 


el vector unitario que lleva la misma dirección que a. Aquí %;, La, %a 
son los ángulos que forma el vector v con las direcciones positivas de 
los ejes Z,, la, Ta respectivamente, 
Evidentemente, la proyección de cual- 
quier punto = E L sobre el vector v es 
una cantidad constante e igual a p: 


(x, =p (p>0). (1) 


La ecuación (1) también tiene sentido 
para p = 0. En este caso, el plano pasa 
por el origen de coordenadas O (a = 0) 
y el vector unitario v que parte del 
peda, O perpendicularmente a £ en una 
cualquiera de las dos direcciones posibles. Fig. 20 
La ecuación (1) es la ecuación del plano L , 
en la forma vectorial. 
En coordenadas se escribe así: 


Z, COS y + Za, COS Us + Ig Cos y =p (p =0) (11) 


y se llama ecuación del plano en la forma normal. 


9.2, Ecuación del plano en la forma general 


Multiplicando la ecuación (1'”) por algún número distinto de cero, 
obtenemos una ecuación equivalente de la forma 


Aye, + Ayta + Asta + B=0, (2) 


que determina el mismo plano. Aquí los números A,, Az, Az no 
son simultáneamente iguales a cero. La ecuación (2), donde los núme- 
ros A,, A, Az no son todos iguales a cero, se llama ecuación del 
plano en la forma general. 

Cualquier ecuación de la forma (2), donde los números A, Az, Ay 
no son simultáneamonte iguales a cero, puede reducirse a la forma 
norma) multiplicándola por el número 


M=x1/V A+ 444, 
donde el signo se toma opuesto al signo de B. Entonces, el número 


p = —MB resultará negativo y la ecuación (2) se transformará en la 
siguiente ecuación equivalente 


MAyx, + MA x, + MA xy = p- (3) 


Aquí 
(MA y)? + (MAJY" + (MA y)? = 1. 
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Esto muestra que el vector 
v = (MA,, MA,, MAs) 


es unitario (| vw | = 1). Sus proyecciones sobre los ejes coordenados 
son iguales a 


MA, = Cos a, 
MA, = C05 Uy, 
MAy = CoS %a, 


donde a,. %2, y, son los ángulos formados por el vector v con las 
direcciones positivas de los ejes z,, t,, y, respectivamente. En 
virtud de las notaciones introducidas, la ecuación (3) tiene la forma 


XT, COS y + Ly COS %y + Z¿ Cos da =p (p>0), (35 


o sea, hemos obtenido la ecuación del plano (2) en la forma normal. 

Si, dada la ecuación de un plano en la forma general (2), se nece- 
sita conocer su posición respecto del sistema de coordenadas, resulta 
suficiente reducir la ecuación (2) a la forma normal, multiplicándola 
por su factor normalizador M. 

De la propia ecuación (2), sin hacer cálculo alguno sólo se pueden 
establacer dos hechos: 1) si B = 0, entonces el plano pasa por el 
origen de coordenadas, mientras que si B 0, el plano no pasa por 
el origen de coordenadas; 2) el vector A = (A,. Ay, As) es perpen- 
dicular al plano, pues es colineal al vector unitario v= (MA,, MA,, 
MA). el cual es perpendicular al plano dado. 

La ecuación 

AT + A+ B=0 (4) 


es un caso particular de la ecuación (2). En el plano (x,, za) la ecua- 
ción (4) determina una recta, y en el espacio (x;, La, Zy) es la ecua- 
ción del plano £ que es perpendicular al plano coordenado (z,, 20 
y que pasa por esta recta. Cualquiera que sea el punto (2,, Za, 23), 
perteneciente al plano £, sus coordenadas z,, x, satisfacen la ecua- 
ción (4) independientemente de la tercera coordenada x¿ que tenga. 


La ecuación 
Ax, +B=0 (4,70) (5) 
es un caso particular de la ecuación (4). Esta puede escribirse también 
en la forma 
Xy = C (C sn —BÍA). (5) 


La ecuación (5') en el espacio (2,, Ly, 24) es el lugar geométrico de 
los puntos (Z;, Yz, 24) que tienen la primera coordenada igual al 
número €. Las coordenadas Z,, 7, pueden ser en este caso cualesquie- 
ra. Está claro que (5) determina un plano paralelo al plano coorde- 
nado za, 23 (o es perpendicular al eje z,). 
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9.3. Ecuación “segmentaria” del plano 


Si A 40 (i =1, 2, 3) y B +0, entonces la ecuación (2) se puede 
escribir así: 


CIC 
A ==, (6) 


donde a, = —BÍA, (i = 1, 2, 3). La ecuación (6) se llama ecuación 
«segmentaria» del plano. 

Este plano (fig. 21) corta el eje Ox, en el punto (4,, O, 0), el 
eje Ox, en el punto (0, az, 0) y el eje Oz, en el punto (0, O, az). 


Fig. 21 


Según sea la ecuación (6) puede uno figurarse la posición del plano 
respecto del sistema de coordenadas. 


9.4, Ecuación del plano 
que pasa por un punto 


Si el punto 2" = (22, 22, 22) está situado en el plano (2), entonces 
sus coordenadas satisfacen la ecuación (2): 


3 
» 4 1+B=0. (7) 
Restando (7) de (2), obtenemos: 
3 
DY A, (2, —4)=0. (8) 


La ecuación (8) se llama ecuación del plano que pasa por el punto 
20 = (21, xi, 25). En forma vectorial la ecuación (8) se escribe así: 


A(2=x)=0, (8") 


Como el vector x — 2", aplicado al punto x*, pertenece al plano (2), 
la igualdad (8”) denota que el vector A es ortogonal al plano (2), 
que es lo que se estableció anteriormente mediante otros razona- 
mientos. 
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9.5. Ecuación del plano 
que pasa por tres puntos 
Sean dados tres puntos no situados en una recla 
a (2;, 3 q), 
e (5, 25, 
zm (el, al, e). 
Se pide hallar la ecuación del plano que pasa por estos tres pun- 


tos. Por la geometría se sabe que tal plano existe y es único. Como 
pasa por el punto w*, su ecuación tiene la forma 


donde A,, Ay. Ay no son simultáneamente igualos a cero. Ahora 
bien, como también pasa por los puntos 2*, x*, tienen que cumplirse 
las condiciones 
Ay (2; — 2) +4A2 (27 — 27) + Ay (23) =0, 
Ay (2323) +A. (%7— 25) + As (33 13) =0. 
Formemos el sistema de ecuaciones lineales homogéneas respecto de 
las incógnitas (%;, Za, 29): 


(7, —2]) 21 -+(%, — 23) 22 + (T4 -- 23) 24 =0, | 


(10) 


(23 — 25) 2, + (2% — 22) 22 + (73 — 23) 23= 0, 

(27-21) 21 + (2 — 22) 22 + (35 - 25) 29 =0. 

Aquí x = (£,, La, 2,) es un punto arbilrario, que satisface la ecua- 

ción del plano (9). En virtud de (9) y (10), el vector no trivial A = 

= (As. Az, Az) satisface el sistema (11), por lo que ol determinante 
de este sistema es igual a cero 

E — E] Za—2Z, T¿—1, 

dea dd $e 

GE LA 


(14) 


=0, (12) 


Hemos obtenido una ecuación de la forma (9), o sea, la ecuación 
de un plano; esto se comprueba fácilmente desarrollando el deter- 
minante obtenido por los elementos de la primera fila. Además, este 
plano pasa por los puntos z*, x*, w*, como se deduce de las propie- 
dades de los determinantes. El problema planteado queda resuelto. 

La ocuación (12) también puede escribirse en la forma siguiente: 


T, Ta dy 1 
T, 2 2 A|_ 
A (13) 
al 
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El valor del determinante (13) no varía si de la primera, tercera 
y cuarta filas restamos la segunda. Desarrollando el resultado des- 
EN por los elementos de la cuarta columna, obtenemos la ecuación 
( 
9.6. Angulo formado por dos planos 

Consideremos dos planos 

A,z, + Ayto + AyTa - B=0, 

Az, _— AL + Aztz e B'*=4), 
Es sabido que los vectores A = (Ay, Az, As) y A" = (Af, As, AN 
son perpendiculares a los planos dados, respectivamente, por lo cual, 


el ángulo q formado por A y 4' es igual al ángulo (diedro) formado 
por estos planos. Pero el producto escalar es igual a 


AS =|A||14 |cosq, 


(14) 


por lo que 
e IA Ay Aj+AyAj + AsA; 
[ALLA Y AFA AV AFA RRA 


Es suficiente considerar que 0Z<p <a. 

Señalemos que, en realidad, dos planos que se cortan forman dos 
ángulos diedros q, y Q.. Su suma es igual a 2 (q, + Qs = A). y Sus 
cosenos son iguales en valor absoluto pero se diferencian en el signo 
(cos q, = —cos qa). Si en la primera ecuación (14) se sustituyen los 
números Aj, Az. Ay por los números —A,, —Ag. — Ag, respectiva- 
mente. entonces la ecuación obtenida determinará el mismo plano, 
pero en (15) el ángulo q quedará sustituido por a — q. 

Evidentemente, la condición de perpendicularidad de dos planos 
(14) es cosq =0, o sea, 


AM' = AJA; + AJA; + AJA =0. (16) 


Dos planos 114) son paralelos si, y sólo si, los vectoros A y A” (per- 
pendiculares a ollos) son colineales, o sea, que se verifican las con- 
diciones de proporcionalidad 


cos q = (15) 


A Á A 
EH q 


Si, además, se verifica la condición ampliada de proporciona- 
lidad 
A; Me Mo 8 
EE" as) 
entonces, esto significa que los planos (14) coinciden, o sea, que ambas 
ecuaciones (14) determinan un mismo plano. 


5E=ÑASE 


66 $ 9. Ecuación del plano 


A pesar de que no se puede dividir por coro, sin embargo, resulta 
cómodo escribir las proporciones simbólicas (17) o (18) con ceros en 
los denominadores. Pero, entonces, si, por ejemplo, A = 0, hay 
que considerar que también A, =0. O bien, si 2” = Ú, entonces 


esempros . Las ecuaciones 
2x + 4y +1 =0, 
z+2y4+5=0 
determinan un par de planos paralelos, y las ecuaciones 
2x + 4y + 2 = 0, 
z+2y+1=0, 
un par de planos que coinciden. 


9.7. Distancia de un punto a un plano 


Se pide calcular la distancia de un punto x* = (xÍ, 23, 23) a un pla- 
no L determinado por la ecuación 


Ay, + Agta + Anta + B =0, 
Para ello, reducimos la ecuación de L a la forma normal: 
(2, vw») =p (p=>0). 


En la fig. 22 se observa que la diferencia + — 2% entre el radio vector 
de un punto arbitrario x del plano L y el radio vector del punto z* 


Fig. 22 


es un vector tal, que el valor absoluto de su proyección sobre v es 
igual a la distancia buscada d de 2% a L: 


d=]|(r—", v) |. 


5 9. Ecuación del plano 67 


Pero 
(2— 2, y) = (1, v) — (2%, y) = p — (2%, v), 
y. por consiguiente, 
d==|(0, )—p]. 

Vemos que, para calcular la distancia d del punto x* al plano L 
hay que escribir la ecuación del plano L en la forma normal, trasla- 
dar p al primer miembro y sustituir en la última ecuación z por z*, 
El valor absoluto de la expresión obtenida es precisamente el núme- 
ro buscado d 

Evidentemente, en términos de parámetros del plano 


de Aid Art + Aord HB | 
VAT AFA : 

Fácilmente se observa que si el punto 2* y el origen de coordenadas 
están situados a distintos lados del plano £ (como en la fig. 22), 
entonces el vector + — 2% forma con v un ángulo obtuso y por ello, 

d=-—(2—2% y) = (2, v) — p >0. 
Ahora bien, si el punto z* y el origen de coordenadas están situados 
a un mismo lado de £, entonces el ángulo indicado es agudo y 
d=(2—0", y) =p — (2%, v) >0. 
Por consiguiente, en el primer caso (2%, y) > p, y en el segundo 
(a, v) =< Pp 
EJEMPLO 1, La distancia d del punto (1, 1, 1) al plano £ 


r+2y+2=3 


Line + 2y +13 de 1 
VIFI4F1 li=t, put jam YÓ0' 


En este caso, el punto (1, 1, 1) y el origen de coordenadas están situa- 
dos a distintos lados del plano £, ya que M >0, y 


lz .|- 2y 3 sg — 1 pmjo ri = 1 > 0. 


os igual a 


9.8. Problemas 


1. Reducir a la forma normal las ecuaciones de los planos 
I—y+z=2, 27— y + 2: = 10, 
2. Hallar el ángulo formado por los planos 
2+y+ti=1d y y=0; 
=zy+i=2 y 24+y+2=3 
3. Escribir la ecuación del plano que pasa por los pun- 
Lo8 e M: ft, 0, da ¿e » , hlala > E 
4. Escribir la ecuación de la esfera con el contro en el origen de coordena- 
das y que es tangente al plano 
lx — 6y + 72 = 2, 
yr 
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10.1. Ecuación de la recta 
en la forma canónica 


Consideremos en el espacio una recta arbitraria L. Señalemos en ella 
un punto 2* y un vector situado en la misma a = (0,, dq, 29) +0, 
aplicado al punto x* (fig. 23). Denotaremos por z- un punto arbi- 
trario (un punto variable) de la recta £. El 
vector = — 1% se puede expresar en la forma 
z— «e =ta, donde tes un número (un esca- 
lar). Si la variable real t recorre el intervalo 
(—o00, 00), entonces x= 2? + ta recorre 
toda la recta £. Por eso, se dice que la 
igualdad 


z—2=la (—o<it< 00) (1) 


Fig. 23 es la ecuación vectorial de la recta que pasa por 

el punto 2% y que lleva la dirección del vector a. 

En términos de coordenadas la ecuación (1) se descompone en 
tres ecuaciones: 


t — z; =1ay, 
Lo — 1 = laz, (11) 
Lg — a = taz. 


Eliminando entre ellas el parámetro £, obtenemos las ecuaciones 
de la rocta (un sistema de dos ecuaciones) 


a —A as L—12 e xy —1Í : (15) 


M1 fia da 


donde los números 4;, 4, 47 no son simultánoamente iguales a cero. 
Las ecuaciones (1”) se llaman ecuaciones de la recta en la forma canó- 
nica. 

Nota. Puede ocurrir que uno o dos de los números 4;, 4,, 43 sean 
iguales a cero. Entonces, a pesar de todo, está convenido escribir 
las igualdades (1”) con el cero o con los dos ceros en los denomina- 
dores. En tal caso, esta expresión resulla simbólica, pero muy prác- 
tica. 

EJEMPLO 1. Las ecuaciones 


1 . 


determinan una recta en el espacio, que pasa por el punto (1, 2, 3) 
y lleva la dirección del vector (1, 0, 2). 
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Estas ecuaciones se pueden sustituir por las equivalentes siguien- 
les: 
y—2=0-(x—41), 2(2-1)=2-— 3, 
O sea, 
y=2, 1=2: +1. (2*) 


Por lo tanto, la recta considerada es la intersección de los dos planos 
que se determinan por las ecuaciones (2'). 
EJEMPLO 2. Las ecuaciones de la recta 


it _ y2_ 1-3 
E sd + 
son equivalentes a las siguientes: 
y—2=0, z-3=0. 


10.2. Posición recíproca de dos planos 

Sean dadas las ecuaciones de dos planos 
Aj: + Ay FA2+8B =0, (3) 
dj + Ajy + Aza 4 B' =0. (4) 
Si los coeficientes A, de la primera ecuación son respectivamente 
proporcionales a los coeficientes Aj de la segunda, (4, : 42 : Ay = 
= A; : A; : A;), entonces los planos (3) y (4) son paralelos o incluso 
coinciden (si se cumple la condición A, :A¿:A¿:B =A¿:A;: 
: A, : B') (véase $ 9, (17) y (18)). En caso contrario, los planos (3) 
y (4) se cortan por una recta. En esle caso uno de los determinantes 
A, A, A, .) Az As 
Ll £ Y 1d dl 
es distinto de cero. Para precisar, supongamos que el primero: 
A, Az 
, 1 $ 0, 5 
a a (5) 


Entonces las ecuaciones (3), (4) se pueden resolver respecto de z, y, 
obteniendo 


í=02- py 
y = Pz da (6) 


donde a, f, u, v son ciertos números. Las ecuaciones (6) son equi- 
valentes a las siguientes: 


LO m 


70 $ 10. La recta en el espacio 


Vemos que con la condición (5), las ecuaciones de los dos planos 
(3), (4) determinan una recta (7), o sea, el lugar geométrico de los 
puntos cuyas coordenadas satisfacen las ecuaciones (3), (4). Esta rec- 
ta pasa por el punto (1, v, 0) y lleva la dirección del vector («, f, 1). 
Los números «. $ o uno de ellos pueden ser iguales a cero, pero enton- 
ces las ecuaciones (7) tienen carácter simbólico. 

EJEMPLO 3. Evidentemente, la recta determinada por las ecua- 
ciones z = 0, y = 0 es el eje coordonado z. Se podía haber obtenido 
este resultado operando formalmente. Se tiene, 


z=0z%, y=0z, 
de donde 


o sea, hemos obtenido las ecuaciones de la recta que pasa por el ori- 
gen de coordenadas (0, O, 0) en dirección del vector (0, O, 1). Está 
claro que esta recta es el eje z. 

EJEMPLO 4, Hallar el ángulo formado por las rectas 


a Din]  Hpmol 235 

a > Az A 23 , (8) 
E A _ li 
E O (9) 


Los vectores a = (4,, dq, 23), db = (b,, ba, ba) están situados 
sobro las rectas en cuestión y, como convenimos, están aplicados 
a los puntos qx! = (2), q, 2), a? = (sí, xi, 23), respectivamente. 
Por ello, el ángulo q tormado por estos vectores es precisamente ol 
ángulo formado por las rectas (8) y (9): 


cosp= A : 


10.3. Problemas 


1. Escribir las ecuaciones de la recta que pasa por el punto (2, —1, 0) 
y €s perpendicular al plano 2x7 + 2 — 4y =7. 
2, Escribir la ecuación del plano que pasa por el punto (1, —1, 2) 
A E a pa a a recta determinada por las ecuaciones 2x + 
' Y =1, —212=1, 
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$ 11, Orientación de los sistemas 
rectangulares de coordenadas 


11.1. Sistema bidimensional de coordenadas 


En las figs. 24 y 25 están representados sendos sistemas de coordo- 
nadas (2,1, 24). Estos sistemas son distintos; se dice que son de orien- 
tación contraria. En el caso de la fig. 24, mediante una rotación del 
eje x, en torno del punto O un ángulo Z , se puede hacer coincidir 


las direcciones de los ejes x, y z, solamente si la rotación se efectúa 
en sentido contrario a la del movimiento de las agujas del reloj. 


Fig. 24 Fig. 25 


Sin embargo, en el caso de la fig. 25 se puede conseguir esto sólo si 
se gira el eje x, en el sentido del movimiento de las agujas del reloj. 
Trasladando como un sólido, sobre el plano considerado, el sistema 
de coordenadas representado on la fig. 24, resulta imposible (!) 
hacerlo coincidir con el sistema representado en la fig. 25 de tal modo 
que coincidan las direcciones de los ejes correspondientes. 

En la fig. 24, así como en la fig. 25, está representado un par de 
vectores no colineales a y b, aplicados a un punto A. Trasladando 
este par de vectores como un sólido sobre el plano, podemos conse- 
guir que el punto A coincida con el origen de coordenadas O. Pro- 
pongámonos conseguir mediante una rotación de cada uno de los 
vectores a y b en torno del punto O, que el vector a tomo la dirección 
del eje x, y que el vector b resulte situado en el ejo x,. Se exige que 
durante este proceso los vectores a y b permanezcan situados cons- 
tantemente en el plano considerado y que el ángulo formado por 
ellos no sea igual a 0 o a m. Evidentemente, siempre se puede con- 
seguir esto. Primero giramos el sistema de vectores a y b como un 
sólido en torno del punto O hasta que coincida el vector a con la direc- 
ción positiva del eje x,. Como los vectores a y b no son colineales. el 
vector b resultará situado en el semiplano superior o inferior. Después 
giramos el vector b un ángulo necesario para que quede situado en el 
eje x,; en este caso, no se permite que el vector bh se sitúe sobre el 
ejo x,. Por esta razón, puede ocurrir que la dirección del vector b 
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coincida con la dirección del eje zx, (esto es posible si el vector b 
estaba situado en el semiplano superior), o bien, que el vector b 
resulte dirigido hacia la dirección negativa del eje x, (véase la fig. 26, 


Fig, 26 


donde se muestra la dinámica del proceso). En el primer caso se 
dice que el par de vectores (a, b) está orientado igual que el sistema de 
coordenadas (%,, xa), y en el segundo caso, que la orientación del par 
(a, b) es contraria a la de (x,, £4). 


11.2. Sistema tridimensional de coordenadas 


Los sistomas rectangulares de coordenadas en el espacio Z;, Ly, Ya 
representados en las figs. 27 y 28, también son distintos. Conside- 
rando el sistema de coordenadas de la fig. 27 como un sólido, des- 
pués de una traslación adecuada del mismo, se puede conseguir que 


Fig. 27 Fig. 28 


coincidan los ejes 1, y ea de ambos sistemas. Pero la dirección posi- 
tiva del eje x, del primor sistema no coincidirá con la dirección posi- 
tiva del eje xy del segundo sistema. Se dice que los sistemas de las 
figs. 27 y 28 son de orientación contraria. El sistema de la fig. 27 se 
llama sistema inverso de coordenadas (sinistrórsum), mientras que el 
de la fig. 28, sistema directo de coordenadas (dextrórsum). Si un tor- 
nillo con rosca de a Ja derecha (a la izquierda) se atornilla en direc- 
ción dol eje xy, haciéndole girar según indica la flecha de la fig. 28 
(fig. 27). entonces realizará un desplazamiento en esta dirección. 
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También se puede distinguir el sistema de coordenadas sogún la 
siguiente regla. Si desde algún punto del semieje positivo Ozxg se 
observa la dirección positiva del semieje Ox,, entonces, el semieje 
positivo Ox, puedo quedar hacia la izquierda o hacia la derecha. En 
el primercaso, el sistema de coordenadas se llama sinistrórsum (ig. 27), 
y en el segundo, dextrórsum (fig. 28). 

Los vectores a. b, e se llaman coplanares si están situados en un 
plano o en planos paralelos. 

Tomemos un sistema de vectores no'coplanares a, b, c, aplicados 
a un punto 4. Giremos el vector b, en el plano de los vectores a y b, 
en lorno del punto A hasta que bh resulte perpendicular a a. Nos 
preocuparemos que durante ol movimiento el ángulo formado por 
a y bnunca sea igual a cero o a st. Después de esto, giramos el vector e 
en torno de A con el fin de que obtenga una dirección perpendicular 
a los vectores a y b. También tendremos cuidado que el vector e 
nunca se sitúe en el plano de los vectores a y b. Como resultado, los 
vectoresa, b, equedarán perpendienlares entre sí. Traslademos ahora 
esta terna como un sólido al punto O y hagámosla girar en torno 
del punto O con el objeto de que los vectores a y b obtengan las direc- 
ciones-le los ejes x, y «Ez. respectivamente. Pueden resultar dos casos: 

1) que el vector c tenga la dirección del semieje positivo xy; 

2) que tenga la dirección opuesta. 

En el primer caso, se dice que el sistema inicial do vectores 
a, b, e tiene la misma orientación que el sistema de coordenadas Xy, 
Lay Ly, y en el segundo caso, que la orientación es contraria (véanse 
las figs. 27 y 28, respectivamente). 
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12.1. Dos definiciones de producto vectorial 


"Tomemos dos vectores en un sistema rectangular de coordenadas del 
espacio real tridimensional 


a = (41, Az, 2), b= (b,, ba, ba) 
y llamemos producto vectorial de a y b al vector 
c=4a Xx b=la x b]=(27b3—agbo) ¿+ (93h, — ayb) j + 
bJFOE 
+ (a,ba— azh,) k = a1 la da . (1) 
b, ba by 
El último término está escrito en forma de un «determinante 
generalizado» cuya primera fila consta de los vectores i, J, k (los 
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vectores unitarios del sistema de coordenadas). En el segundo tér- 
mino se muestra cómo se debe entender este determinante generali- 
zado (el determinante de tercer orden se desarrolla por los elementos 
de la primera fila, como sii, f, k fuesen números). 
Evidentemente, 
la X< (—b)l = —la Xx bl. 


El producto vectorial de los vectores a y b también puede defi- 
nirso del modo siguiente: 

1) sia y b son colineales, entonces su producto vectorial es igual 
a cero; 

2) sia y b no son colineales, entonces el vector e es perpendicular 
a estos vectores y, además, de tal modo que la orientación del siste- 


Fig. 29 


ma (a, b, c) sea igual que la del sistema de coordenadas dado. La 
longitud del vector e es igual a 


je[=[a|-|b|sno (<o<x), (2) 


donde «w es el ángulo formado por a y b, o sea, la longitud de e es 
igual " área del paralelogramo construido sobre los vectores a y b 
(fig. 
Demostremos Ja equivalencia de las dos definiciones enunciadas. 
Si el vector e == 0, ontonces de (1) se deduce que las componentes 
de los vectores a y b son proporcionales: 


41:49:43 =b,:b,: by, 


o sea, los vectores a y b son colineales; pero, entonces, el producto 
vectorial también es igual a coro según la segunda definición. Recí- 
procamente, sí los vectores a y b son colineales, entonces, según la 
segunda definición a X b = 0. Como, en este caso, las componentes 
de los vectores a y b son proporcionales, resulta según la primera 
definición que e = 0. 

Supongamos ahora que a y b son vectores no colineales y sea e 
su producto vectorial según (1). Está claro que 


(e, a) = (asby — ayb.) SN = (ayb, co a1b,) Aa - 
+ (a,b, — anby) as = 0 
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y de un modo similar, 
(ec, b) = 0. 


Así pues, el vector e es perpendicular a a y a b. 

Demostremos que el sistema de vectores (a, b, c) tiene la misma 
orientación que el sistema de coordenadas (%,, Ty, Ta). Hagamos girar 
continuamente los vectores a y b en torno del punto O, calculando 
siempre según ellos el vector e, pero de tal modo que a y b sigan sien- 
do todo el tiempo no colineales. Entonces, el vector c siempre será 
distinto de cero (e 5 0) y el sistema (a, b, c) siempre será no copla- 
nario. Realicemos unas rotaciones tales que los vectores a y b obten- 
gan las direcciones de los ejes x, y t,, respectivamente, o sea, que 
tengan la forma a = (Ja ], 0, 0), b = (0, JS |, 0). Esto siempre 
puede conseguirse, ya que en el caso dado el plano de los vectores 
a, b puede irar en el espacio. Pero, entonces, el vector e, calculado 
según la fórmula (1) tiene la forma e = (0, O, fa | | db 1). Vemos que 
finalmente los vectores (a, b, e) han quedado orientados igual que 
los ejes (£;, La, £9). Según la definición de orientación (véase $ 11), 
entonces, el sistema inicial a, b, e tiene la misma orientación que el 
sistema de coordenadas (2Z;. Ta. Ta). 

En resumen, el producto vectorial e = a X b, definido según la 
fórmula (1), es un vector perpendicular a los vectores a y bh y el siste- 
ma de vectores (a, b, e) tiene la misma orientación que el sistema 
considerado de coordenadas Z,, Za, Ta. 

Todavía tenemos que demostrar la fórmula (2). Supongamos que 
los vectores a y b forman con los ejes coordenados los ángulos «;, 
Ga % Y Brr Par Pa, respectivamente. Como 


aj =|al|cosaj, »=|b|cosf (=1,2, 3), 
resulta 
[o [Y = (asbz — aba)? + (agb, — ayba)? + (a1b, — ayb, = 
= la Bb? l(cos a, cos Pa — cosa cos Pa)? + 
+ (cose cos fi, —cos a, cos By)? + (cos ar, cos Pa — cos Ay cos By = 
= la 1h fp [(cos? a, + cos? y + cos? y) x 
Xx (cos* f, + cos* Ba + cos* Pa) — 
— (cos QU cos f), + cos a Cos Pa + cos Uy cos Pa)”] = 
=|ja PP ¡bp 11-1 —cos* 0] = Ja PP1b Y sin? 


donde w es el ángulo formado por los vectores a y b 


3 
(cos w = ? cosa,cosfy), 
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Así pues, hemos demostrado (2). 

Por lo tanto, hemos demostrado completamente que de la defi- 
nición de producto vectorial según la fórmula (1) se deduce su segunda 
definición. 

Recíprocamente, si un vector se determina según la segunda defi- 
nición, entonces, éste es único, ya que sólo puede haber un vector 
que sea perpendicular a a y a b y cuya longitud sea igual al área 
del paralelogramo construido sobre a y b de tal modo que el sistema 
(a. b, c) tenga la misma orientación que el sistema (%,, Ty, Tx). 
Pero, entonces, éste es el vector e, determinado según la fórmula 
(1), puesto que, como ya hemos comprobado, este último posee las 
propiedades indicadas. 

Señalemos una vez más que la condición a X b = 0 es condición 
necesaria y suficiente para que los vectores a y b sean colineales. 


12.2. Significado geométrico 
del determinante de segundo orden 


Consideremos ahora especialmente dos vectores no nulos 
a = (a,, 44), b= (b,. by.) (3) 


en un sistema rectangular de coordenadas (2,, 22) (figs. 30, 31). 
Vamos a considerar que el plano en cuestión está situado en el espa- 
cio y agreguemos a los ejes x,, 2, un eje x, perpendicular a ellos. Los 


Fig. 30 Fig. 21 


vectores a, b tendrán ahora las coordenadas 
$. (A, 4a, 0), b= (bi, ba, 0) 
y £u producto vectorial será igual a 


le. (4) 


donde k es el vector unitario del eje zz. Por definición de producto 
vectorial, el sistema (a, b, c) está orientado igual que el sistema de 
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coordenadas (2,, La, Ta). Por esto, si el determinante 


el sistoma de vectores (a, b) tiene que tenor la misma orientación 
que el sistema de coordenadas (2%, 2). Pero si cl determinante 


41 Qs 


Ja orientación del sistema (a, b) es contraria a la de (x%,. 22). En la 
fig. 30 está representada la posición de los vectores (a, b) en el pri- 
mer caso, y en la fig. 31, en el segundo caso. También sabemos que 
el área del paralelogramo construido sobre los vectores a y b es igual 
a (véase (4)) 


a, 2 
b, dy 


o sea, es igual al valor absoluto del determinante 


S=jc|]= 


(5) 


Así pues, hemos demostrado que: 

1) el valor absoluto del determinante (5) es igual al área del pa- 
ralelogramo construido sobre los vectores a = (4,, 47) y b = (by, ba); 

2) el signo del determinante (5) depende de posición de estos vec- 
tores respecto del sistema rectangular de coordenadas (7,, 74). 
Al signo + le corresponde un sistema (a, b) de la misma orientación 
que (x,. Za), y al signo —, de orientación contraria. 


12.3. Propiedades del producto vectorial 
Se verifican las propiedades siguientes: 


a xb=-—lb x al, (6) 
a X (ab) =a la Xx bl, (7) 
aXx(b +0) =la x b]+la Xx cl, (8) 


donde a, b, e son vectores arbitrarios y a es un escalar. 

Estas igualdades se obtienen fácilmente expresando los produc- 
tos vectoriales que figuran en (6), (7) y (8) mediante las componentes 
de los vectores 

ds (A4, La, 4g), d= (by, Bos ba), C == ((), Co, Ca), 
según la fórmula (1) 
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Las fórmulas (6) y (7) también se deducen fácilmente mediante 
razonamientos geométricos. Sean e y b unos vectores no colineales, 
Si en el producto vectorial so permutan a y b, entonces el área del 
paralelogramo construido sobre los vectores a y b, así como la per- 
pendicular a a y a b, no varían. Solamente cambiará la dirección 
dec =a X b por la opuesta, lo que implicará el cambio de orienta- 
ción de Ja terna (a, b, a X Dd). 

La multiplicación del vector b por un número positivo « sola- 
mente implica el aumento del área del paralelogramo, construido 
sobre a y b, a veces, mientras que la dirección del producto vectorial 
permanece invariable, Si a < 0, se tiene 


aX (ab =ax (—]a|b=!/|a bla x (—b)] = 
=—|a |la X bl] = a la x bl. 


Obsérvese también que de (6) y (7) se deduce que 
(aa) Xx db= —b X (aa)] = —a lb x al =au la x bl, 


BIEMPLO 1. Hallar el ángulo A del triángulo ABC con los vérti- 
cos A == (1, 2, 3), B = (2, 2, 2), € = (1, 2, 4). 
Denotemos por w el ángulo buscado. Por lo tanto, w es el ángulo 
— — 
formado por los vectores AB y AC. De la segunda definición de 
producto vectorial, so tiene 


—> — 


LADY AC 
donde 
—» =- —» en — 
AB=(1, 0, —1), AC=(0,0, 1) 148]1=V2, ¡4C|=1, 
+ k 
— — 
ABXxAC =|1 0 —1l=-—]. 
0 0 1 
De aquí 
er Y n a 
Ga =p) (0 A. 
Como 


—> — —> — 
BC=(—1,0, 2) y |BC|.=5>|]4C/?4]4B P=142=3, 


hay que tomar w = 3n/4. 
Observación, Si en el triángulo ABC el ángulo A es recto, entonces 


| Be PP = BC? = AC? + AB”; si A es un ángulo obtuso, entonces 
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BC? > AC? + AB?; si A es un ángulo agudo, entonces BC? < AC? + 
+ AB?. 

EJÉEMPLO?. (de mecánica). Sean dados dos puntos A y B, Al pun- 
to B ha sido aplicada una fuerza, determinada por el vector F. 


Fig. Sa 


Hagamos a = AB. Se llama momento de la fuerza F respecto del pun- 
to O al producto vectorial del vector e por el vector F 


b=axP 


(véase la fig. 31a, AD = BO). 

El vector b (el momento de la fuerza F) es perpendicular a los 
vectores a y F y su longitud es igual al área del paralelogramo cons- 
truido sobre los vectores a y P. La dirección del vector b depende 
del sistema rectangular de coordenadas que se tome en este problema. 

Eb la fig. 31a se ha tomado un sistema de coordenadas sinistrór- 
sum. La dirección del vector b se ha tomado de tal modo que los 
vectoros €, F. b también formen un sistema de sinistrórsum. 


$ 13. Producto vectorial-escalar 
[mixto] 


Se Jlama producto vectorial-escalar (producto mixto) de los vectores 
a, b, e en el espacio real tridimensional, a un escalar que es igual 
al producto escalar del vector a X bh por el vector e: 


(ax b)e=(a,b,— ayba)e, + (ayb, — a1by) c+ 


a; dz Ay 
+ (4,ha —a2b,) 03 = b, ba byl. (1) 
Ci € CG 


En virtud de la definición del producto escalar, 
la Xx bjo= la X b|praxye = (Ja |-[b | sen w) praxsc- 
Por esto, evidentemente, también se puede decir que el producto 


mixto (a X b)e es igual al volumen del paralelepípedo construido 
sobre los vectores a, b, e, pero tomado con el signo + 6 — según 
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que el sistema de vectores a, b, ce tenga la misma orientación que 
el sistema de coordenadas 2,, Ta, L4 0 la orientación contraria. Seña- 
lemos que | praxse | es igual a la altura del paralelepípedo. 
Se verifican las ignaldados 
la xbe=(lexab=(bbxo0a, (2) 


que se deducen fácilmente de las propiedades del determinante (1). 
Si los vectores a, b, e están situados en un plano, entonces 


(a X be =0, 


puesto que a X b es perpendicular al vector c. Kecíprocamente, si 
la Xx b)e = 0, entonces el vector e es perpendicular al vector a X b 
y, por consigniente, está situado en el plano de los vectoros a y b, 
o bien, en un plano paralelo a este plano. 
Por lo tanto, la condición 
axbHe=0 


es necesaria y suficiente para que los tres vectoresa, b, e sean coplanares. 
TJEMPLO 1. Hallar la condición para que cuatro puntos pertenez- 
can a un plano. 


Sean dados cuatro puntos A,= (2, Y 2) (G=1, 2. 3, 4). 
Si estos puntos están situados en un plano, entonces los vectores 


—Ye 
AJA a AJAyz, AJA, también están situados en este plano y, por con- 
siguiente, su producto mixto es igual a cero: 


sl o IEA ERE SA 
(4,4, X A As) A, AL=|%3—%1 Ya—Yy 232 |=0. 
LLL YY, 242 


Esta es la condición para que cuatro puntos pertenezcan a un 
plano (compárese con el $ 9, (12), 
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Consideremos en R, (real o complejo) un sistema de k vectores 
a* = (ly, Gegr --- Gin) (85=1, ..., A. (1) 
Por definición, este sistema es linealmente independiente, si la igualdad 
vectorial 
a! = Aya? ... 5 ), ar = (), (2) 


donde Ay, 4s, . .., Ag son unos números (reales o complejos, res- 
pectivamente), implica que 


h=h=...=4 =0. 
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El sistema de vectores (1) se llama linealmente dependiente, si existen 
unos números Ay, Ag, . .., Ax, no simultáneamente iguales a cero, 
tales que se verifica la igualdad (2). Si, para precisar, consideramos 
que 4; 5% 0, entonces, de (2) se deduce que 


aAs=uya+,.. + ua, (3) 
donde 


2 = 
4uy= es no. y Ph => E 
Por lo tanto, si un sistema de k vectores es linealmente dependiente, 
entonces. uno de ellos es una combinación lineal de los demás, o como 
suele decirse, depende de los demás. 

Cosmo siempre vamos a tratar de la dependencia líneal, a veces, 
omitiremos el vocablo lineal. También diremos que los vectores son 
dependientes o independientes, on lugar de decir que el sistema de vec- 
tores es dependiente ú independiente. 

Un vector a* también forma un sistema, que es linealmonte inde- 
pendiente si al 0, y dependiente si al = 0, 

Si un sistema de vectores al, ..., a” es linealmente indepen- 
diente, entonces cualquier parte de oste sistema a?, ..., a* (s < k) 
también es liíuealmente independiente. En caso contrario, existiría 
un sistema no trivial de números A,, ..., A, tales que se cumpliría 
la igualdad 


da? -- ya + da = 0, 


Kk-s veces 

AA ÁS 
pero, entonces, para el sistema A, ..., Ag, 0, ..., 0, que tampoco 
es trivial, se verificaría la igualdad 


AA+... + Aa +04a%% +... +0:* =0. 

De todo esto se deduce que, si un sistema de vectores al, .,., a! 
es linealmente dependiente, entonces, cualquier sistema completado 
A A 
posee la misma propiedad. En partienlar, el sistema de vectores que 


contiene el vector nulo siempre es linealmente dependiente. 
Formemos la matriz determinada por el sistema de vectores (1) 


e A e 
A= 


Y W/0 WO 040 "Wow 


e 


TEOREMA 1. Si rango A = k, o sea. que el rango de A es igual al 
número de vectores, entonces el sistema (1) es linealmente independiente, 
Si rango A < k, entonces el sistema (1) es linealmente dependiente. 


656-0952 
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EJEMPLO 1. Dos vectores al = (a4,,, 2,2), a* = (0,,, 47) en el 
espacio real R, forman un sistema linealmente independiente si el 
determinante 


1 4% 
sal 0, 
di gy Uz ” 
puesto que la ecuación vectorial 


es equivalente a dos ecuaciones para las componentes correspondien- 
tes 


> 
14, + Qggha 0. (9) 
Pero si A + 0, entonces el sistema (5) admite únicamente la solución 
trivial 
A = de sa 0. (6) 
Si A = 0, entonces las ecuaciones (5) tiene solución no trivial (%,, 4.), 
de modo que si A =0, el sistema de vectores a*, a* es linealmente 
dependiente. 
Evidentemente, decir que en Hi, los vectores a! y a* son colineales 
o linealmente dependientes, es lo mismo. Pero, entonces también 
es lo mismo decir que los vectores a? y a? no son colineales o que son 
linealmente independientes. 
esempLo 2. Un sistema de vectores a!, a?, .... a* (k=>3) en 
el espacio real R, siempre es linealmente dependiente. Geométrica- 
mente esto está claro de la fig. 32: si c es un vector arbitrario y a, b 


Fig. 32 


son vectores no colineales, entonces siempre se pueden señalar unos 
números 2 y u, tales que 


c= la + yd, 


Esto muestra que el sistema a, b, e es linealmente dependiente. 
Ahora bien, si a y b son vectores colineales, entonces son linealmente 
dependientes, y por lo tanto, también son linealmente dependientes 
los vectores a, b, €. 
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Según el teorema 1, para estudiar un par de vectores al, a? hay 
que escribir la matriz de sus coordenadas 
lí 4% 
la “zz 
En el caso considerado, k = 2. 

a) Si rango A =1<2= k, entonces el teorema afirma que 
los vectores a*, a* son linealmente dependientes, 

b) Si rango A = 2 = k, entonces los vectores a?, a? son lineal- 
mente independientes. 

Esto coincide con las deducciones hechas anteriormente, ya que 
en este caso, a) A=0,bD A 5%0. 

Del teorema también se deduce que tres vectores arbitrarios 
al, a?. a* en R, son linealmente dependientes, pues 


rango A<2<3=k,. 
EJEMPLO 3. En el espacio real tridimensiona] R,, dos vectores 
al = (83, Oj3, 413), (A = (421, Gas, 23) 


son linealmente dependientes si, y sólo si. son colincales. 

En efecto, supongamos que a!, a* son colineales. Si uno de los 
vectores dados es nulo, entonces estos vectores son linealmente de- 
pendientes. Si a? y a? son colineales y no nulos, entonces 


al =la?, 


donde 4 es un número. Esto último significa que a* y a? son lineal- 
mente] dependientes. 

Recíprocamente, si a!, a* son linealmente dependientes, entonces 
uno de ellos depende del otro. por ejemplo, 


a = yal, 
o sea, que los vectores son colineales. 
Si consideramos la matriz 
Gn jo y 
Gr Us las 
entoncos los elementos de las filas son proporcionales, por lo cual, 
rango 4A=1<2=k, 


A= 


o sea, la afirmación que hemos hecho concuerda con el teorema 4. 
EITMPLO 4. Consideremos ahora tres vectores en Ry: 
al == (4,1, Gio, Cy), 
a = (%z1, Lg, Ug9), 
9 = (Ag, Ugg, Ug9) 
a an Uno Egg). 
g* 
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Sea 
Gh Qj 4 
A=| Um “ia “aj. 
“4 a U 
La ecuación vectorial 
a + ha? + ya? = 0 (7) 
es equivalente al sistema de tres ecuaciones 
Ay, q4- Ao) de Ay1%3 = O, 
G1gh, + Arde + 2393 =0, 
13h, — g3ha + 333 =0. 


(7) 


Si A 350, entonces el sistema (7') tiene únicamente la solución 
trivial A, = 44 = 43 = 0. Pero, entonces, la ecuación (7) tiene tam- 
bién únicamente la solución trivial, y el sistema de vectores a!, a?, a? 
es linealmente independiente. 

Si A = 0, entonces el sistema (7') y, por consiguiente, también 
la ecuación (7) admiten solución no trivial (A;, Aa, As). Pero, enton- 
ces, el sistema de vectores (al, a?. a*) es linealmente dependiente. 
Pero aquí se puede detallar más: 

1) Sea rango A = 1, donde 


TS A E 
A=l a %o “as 
y Ig ly 
Entonces al menos una de las filas de A, supongamos para precisar 


que la primera, tiene siguiera un eleraento no nulo. Consideremos 
la matriz 


Gu “rs “y 
la “Un la 


Esta es de rango 1, ya que todos los determinantes de segundo orden 
engendrados por ella son iguales a cero: 


A = (8) 


Gi Gx %11 43 Gig Uy 
a Ca Aa az 
Pero, entonces, evidentemente, las componentes de los vectores 
a* y a? son proporcionales 


=0, 


Cas Us 


E PE, E. > 
an Q12 Q13 , 
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o sea, 
Uyy = O), Aga = Gigh, log = Uh 
o bien, 
al = ha, 


Similarmente, teniendo en cuenta que en la matriz 
Gi “rg y 
43 Us “a 


todos los determinantes de segundo orden también son iguales 
a cero, oblenemos que 


A 


a = ya, 


donde u es un número. Así pues, en esle caso los vectores a?, a*, a? 
son colineales, 

2) Supongamos ahora que rango A = 2. Enlonces una de las 
matrices compuestas por dos filas de la matriz A es de rango 2. Supon- 
gamos para precisar que es la matriz A” (véase (8)). En virtud 
del ejemplo 3, los vectores a! y a? son lincalmente independientes, 
Pero el sistema a?, a*, a? es dependiente, o sea, que para cierta terna 
no trivial del números (%;, As. Ay) 


yal + Aya? + hga? = 0, (9) 
Aquí As 3 0, pues en caso contrario lendríamos Aja* + Aya? = 0, 


y en virtud de la independencia del sistema a?, a*, resultaría 4, = 
= A, = 0. Pero, entonces. en la igualdad (Y) se puede despejar a?: 


A A 
a pya + pa, y E MR — 


Así pues, si A = 0 y rango A” = 2 (véase (8)), entonces los vectores 
a! y a? son no colineales y el vector a? está situado en el plano de estos 
vectores. 

Los razonamientos expuestos no contradicen al teorema 1. En 
efecto, si A +0, entonces rango A = 3 = k y según el teorema 1, 
el sistema de vectores a?, a?, a? es linealmente independiente. Ahora 
bien. si A =0, entonces rango A < 3 y el sistema de vectores 
al, a?, a? es linealmente dependiente. 

DEMOSTRACIÓN DEL TEOREMA 1. La igualdad vectorial (2) es equi- 
valente a las siguientes n ecuaciones para las componentes de los 
vectores: 


21413 + halla] et co. = Ana =(), 


A Ain -p hallan A + Alu = 0. 


(2) 
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Sea rango A = k. Entonces, evidentemente, k < n. Existe un deter- 
minante no nulo de k-ésimo orden engendrado por la matriz A. Sin 
restringir generalidad, se puede suponer que éste es el determinante 
de los coeficientes de las primeras * ecuaciones del sistema (2”): 


4,811 o 41011 == O, 


eat ARES A AA (10) 
Aran ... + Anta =0, 
Gr +++ Cu 
ic IR 0: 
Qrh --» Ohh 


Como el determinante del sistema homogéneo (10) es distinto de cero, 
éste sólo admite solución trivial 


Ah = go... dy =0, 


y el sistoma de vectores (1) es linealmente independiente, En este 
caso, el teorema queda demostrado. 


Supongamos ahora que rango A=s<k. Reordenemos la numeración 
de las variables 2, y de los coeficientes a¿¿ del sistema (2') de tal modo que sea 


Us --- Us 


Entonces, el sistema de las primeras s ecuaciones puede escribirse así: 


* . . +. OA A A E TI 


Q19%: + ... + Ash —As., has _—,.. —Uhshh- 


Haciondo hay = +... =p = 1, en el sistema dado se pueden despejar Mx, .. 


«+», hy Así obtenemos una solución no trivial de las primeras s ecuaciones (2%): 
has + + + Pp (11) 


Ahora podemos añadir a estas s ecuaciones cualesquiera otras k — s ecuaciones 
paa y el sistema obtenido también tendrá como solución el sistema no trivial 

o. Para explicar esta afirmación, escribamos formalmente el sistema (2*) 
del modo siguiente: 


dit + nr 0 ++ +2m:0=0, 
hn (2') 

-U==0, 
La matriz do los coeficientes de las ecuaciones obtonidas también es de rango s, 
así corno la matriz ampliada (¡con ceros a la derecha!). Las primeras s ecuaciones 


del sistema (2') se satisfacen por los números hallados Ay, ..., Ay (véase (11)) 
y por cualesquiera números 241, + > -+ Ap: En virtud de la afirmación 2) $ 4 
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pea ra la resolución de un sistema), los números ba » » «y Ay también satia- 
acen las demás ecuaciones del sistema (2'), o sea, los números 41, ..., An 
(no todos iguales a cero) satisfacen las demás ecuaciones del sistema (2). 

Así pues, los vectores al, ..., ah son linealmente dependientes y el teo- 
rema queda demostrado también en este caso. 
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Tomemos una matriz cuadrada arbitraria 


dr ... Gin 
ÁA=!| Art ¡= Y 01% $4 » (1) 

An ..oos Crun 
La matriz Á se puede considerar como un operador que pone en corres- 
pondencia a cada vector x= (%;, ..-. Zn) ER, un vector y = 


= (Yi --<, Yn) E R, cuyas componentes se calculan por las fór- 
mulas 


PRE (2) 


Yan = Uat --. FlanTa» 


o abreviadamonte, 


Y¿= y Ur liml, e...) n), (2*) 


o sea, la ¡-ésima coordenada del vector y se expresa mediante la 
i-6sima fila de la matriz A. Este operador lo escribiremos abreviada- 
menle así: 


y =Azx (7, y ER,). (2”) 
En particular, en el caso del espacio unidimensional R,, los vec- 
tores x e y son números, y el operador (2”) se convierte en la función 


y = 012, 


Nota 1. Si az; y, más adelante, ba; son números complejos, 
entonces hay que considerar que /?, es el espacio complejo. Pero si 
Ai, Dj ¡ son números reales, entonces R, puede ser un espacio real 
o complejo. 

El operador (2”) es líneal. Esto significa que cumple la propiedad 


A (ax + Pa') =a4x + paz 
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ara cualesquiera vectores zx, ax" € R, y cualesquiera números a, Bf. 
n efecto, 


2 a¡¡ (ax, +Pxj)=« Y a2,+P 2 ajaj (i=4,...,n). 
==] 121 1 


Si las matrices A —= || az; || y B = |! ba, || son iguales, o sea, que 
sus elementos correspondientes son iguales, a,, = ba; entonces 
éstas determinan operadores idénticamente iguales: 


Az = Be, VWe ER. (3) 
Recíprocamente, la igualdad (3) implica que 
Ap] = bx: (de, l = L, ...s ”m, 


o sea, la igualdad de las matrices A y B (4 = B). Esto se comprueba 
fácilmente haciendo en (3) 


zwgim=m(0, ...,0,3,0, ..., 0), 
donde en el ¿ésimo Jugar está la unidad (¿=4,.... n). 
Por lo tanto, a distintas malrices A les corresponden distintos 


operadores; si dos matrices A, y A, se diferencian al menos en un 
elemento, entonces, necesariamente existe un vector z tal que 


A A 


Supongamos que, además de A, se ha dado otro operador B, deler- 
minado por una matriz cuadrada de n-ésimo orden 


B = 11 bx 1. 


A cada vector « € RR, le corresponde mediante el operador Á un vec- 
tor y E R,,. al cual, mediante el operador B, le corresponde un vec- 
tor z cuyas componentes se calculan por las fórmulas 


= b k = , ho... * 
Za 2 niYr Á n) 
Como resultado, obtenemos un operador lineal compuesto 
¿=BAx (ER, (4) 
donde 
n n n n n n 
=2 Buy = 2 re 2 03% As 2 (2 da1011) 2, = 2 VnsT 


con la matriz || y,y [], denominada producto de las matrices B y A 
y que se denota por 


BA =U ya; ll, (5) 


$ 15, Operadores lineales 89 


siendo 
nn 
ty = 2 Dri (k, j=1, ..., R). (6) 


Por lo tanto, para obtener el elemento ya, de la matriz BA (pertene- 
ciente a su k-ésima fila y j-ésima columna), hay que multiplicar los 
elementos de la k-ésima fila de la matriz B por los elementos corres- 
pondientes de la j-ésima columna de la matriz A y sumar los resul- 
tados. 

El determinante de la matriz BA es igual al producto de los deter- 
minantes de las matrices B y A: 


¡BA|=/|BJ-AL (mm 


Esta propiedad se deduce de la fórmula para el producto de deter- 
minantes (véase $ 2, propiedad j)). 

Supongamos que el determinante de la matriz del operador Á 
(véase (1)) no es igual a cero: 


A =1411%0. 


En este caso (véase $ 4. teorema 1). el sistema de ecuaciones (2) o, 
lo que es lo mismo, la ecuación operacional y = Az admile solución 
única x € RR, para cualquier y € R,. Además, las fórmulas por las 
que se halla x para un y £ R, dado, tienen la forma 


1,= 2 b13, (fed, ..., N). (5) 
Aquí 
bj =AslA (8 = 1... 8) (9) 


(véase $ 4, (3)), donde A ¿y es el complemento algebraico del elemento 
a,y en el determinante A. 

Por cierto, ahora sólo es importante señalar que los números by, 
son los elementos de una matriz 


BL =| 05 ll, 
que posee las siguientes propiedades interesanles: 
BAxr=x, WxtRa, (10) 
ABy=Y. VWyENn» (11) 


En efecto, un vector arbitrario » € R, se transforma mediante el 
operador Á en un vector y, que a su vez se transforma mediante el 
operador £ nuevamente en z. Por otra parte, a cada vector y € Ra 
le corresponde mediante el operador B (véase (8)) un vector z tal 
que Ax = y. 
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Evidentemente, en la igualdad (11) se puede sustituir y por cual- 
quier otra letra, por lo que hemos obtenido la identidad 


BAz = Alix =xwx, Vz. 


El operador a = Ex, Vx E R,, se llama operador unidad. La matriz 
correspondiente tiene la forma 


E 


10, 10.00: 8 


y se llama matriz unidad, Hemos demostrado que 
AB = BA = E. 


El operador 1% que posee esta propiedad se llama ¿inverso del opera- 
alor A y se denota por A-*. Respectivamente, su matriz se llama 
matriz inversa de la malriz A y también se denota por A”*, Los ele- 
mentos de la matriz A-! se hallan mediante los elementos de la 
matriz A por las fórmulas (9). 

Hemos demostrado que, si el determinante | A | de una matriz 
cuadrada A es distinto de cero, entonces existe la matriz inversa A“, 
Por lo tanto. para 4-* se cumple la propiedad 


ATA = AA E, 


Si el determinante de la matriz A es igual a cero (| A | = 0), 
entonces ésta no tiene matriz inversa. Es suficiente señalar que, en 
este caso la ecuación y = Ax no tiene solución para cualquier y. 
Sin embargo. la propiedad AA-'y = y, si se cumple, afirma que 
a cada y € R, le corresponde (mediante el operador A-%) un x tal 
que es la solución de la ecuación y == Az. 

Nota. La operación de multiplicación de matrices se puede gene- 
ralizar también a las matrices no cuadradas B y A, siempre que el 
número de columnas de la matriz B sea igual al número de filas de la 
matriz A. Entonces la multiplicación de las matrices se efectúa 
según unas fórmulas semejantes a (6). Por ejemplo, si 


123 1 1 
o-( ; o) a-(s ), 
0 01 1.0 

4 3 
o4=( 0] 
1.0 


entonces 
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En este caso, el producto AB carece de sentido, ya que la ma- 
triz A tiene dos columnas y la matriz £ tiene tres filas. 

Para las matrices cuadradas A y £ tienen sentido los productos 
AB y BA, pero no siempre AB es igual a BA. Por ejemplo, si 


amy 1)» 2=(0 0): 
as=(0 1). 24=(0 0) 


o sea, AB + BA. 
Fácilmente se comprueba que 
(AB) C = A (BC). 


Si A es un operador lineal, entonces, la expresión Ax se puede con- 
siderar como el producto de la matriz A por la matriz de una columna 


entonces 


Sean dados los operadores lineales A y 3. Se llama suma de estos 
operadores al operador A + B determinado por la igualdad 


(A + B)x = Ax + Ba, WrecR,. 


Está claro qe la matriz del operador A + B coincide con la matriz 
que es igual a la suma de las matrices de los operadores A y Bb. 
Fácilmente se comprueba que 


A (B4+C) = AB + AC. 


exempLO!r Hallar la matriz inversa de la matriz 


120 
a- (9 1 1) 
110p 


La matriz A determina un operador lineal y = Ax, que pone en 
correspondencia a cada vector TI = (£;,, Ta, T¿) UN vector y = 
= (Y, Ya, Y3) mediante las igualdades 


Y, = T, + 224, 
Ya =% + y 
Ya = Y, + Zo. 
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Estas igualdades se pueden considerar también como un sistema 
de tres ecuaciones lineales en las incógnitas 2), Za, 23. El determi- 
nante de este sistema es distinto de cero. Pero, entonces, este siste- 
ma admite solución para cualesquiera valores de Y,, Ys, Ya. Como 
resultado, obtenemos las igualdades: 


z; a —Y; + 2Y3, 
x= Y— Ya 
Ts = —Y + Ys + Ya 


las cuales determinan un operador « = A-!y, inverso al operador A. 
La matriz de este operador es 


—1 (y 2, 
| í 0 1). 
—1 1 1 


Esta es la matriz inversa de la matriz A. 
Los elementos de la matriz A se pueden obtener mediante cál- 
culos aplicando las fórmulas (9). Hagamos estos cálculos. 
Denotemos los elementos de Ja matriz inversa A-* mediante by,. 
Se tiene A =1, b,, = Asy 


1. O 1 
An =|4 ¿o |= Ap=-|, 01=* 
ou 1 
Ajs=|, ¡[1 
2 1 0 
arre. ajos 
i 2 
Aa=; y |=2. de =—| |=—1 
1 2 


Por lo tanto, 
by = An =—1l b=4A2=0, bi = Ay =2, 


ba = Aj = 1, Dia — Ag = 0, bas = Aga = —1, 
ba = A = —i, da, = Aa = 1, ba = Aya = 1, 
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—1 0 2 
a 10 1) 
—1 1 1 


EJEMPLO 2, Calcular el producto de las matrices BA, donde 


104 09 y 
4=(9 1 2), o-( 3 2). 
111 2 1 —1 


El cálculo se puede realizar según las fórmulas (5), (6), pero 
se puede razonar también del modo siguiente. 

La matriz A determina un operador y = Ázx, que pone en corres- 
pondencia a los vectores » = (%,, Ta, 29) los vectores y = (Yi, Ya. Ys) 
mediante las igualdades 


En resumen, 


Y == TY, 
Ya = Ly — 22, 
Ya = Ti + Za + 23. 
Por otra parte, la matriz B determina un operador z = By, 


que pone en correspondencia a los vectores y = (Yi, Ya, Yu) los 
vectores z = (2,, Za. 24) medianto las igualdades 


z, = 2, 

Za = 2Y2 + 2Y5. 

Za = 2Y1 + Ya — Yx 
Pero, entonces, el operador 


z = BAx 
se determina por las igunidades 
2, = 2 (x, t Za) = 2x, +223, 
Za = 3 (Za + 219) + 2 (1, + 22 + %o) = 21, 452,482, 


Sy =2 (2, + Ls) + (7, + 223) — (£, L La + ta) = T; +323. 


Por consiguiente. el producto BA de las matrices B y A es la 


matriz 
2 02 
n= 5 >) . 
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$ 16. Bases en IR, 
Introduzcamos en el espacio RR, (real o complejo) n vectores 
a, 0D, 2... 0% 
Po (0, 1,0, .... 0, 


"=(0, 0, ..., 0, 1), 


(1) 


denominados vectores unitarios coordenados (versores) del espacio Rp. 

Se llama eje z, del espacio R, al conjunto de puntos de la forma 
(0. ..., 0, Zp, 0, ..., 0), donde x, ocupa el k-ésimo lugar y re- 
corre todos los valores reales; el vector ¿* se llama vector unitario 
lo versor) del eje Y». 

Sia = (Zi, ..., Tn) es un yector arbitrario (real en el espacio 
real R, o complejo en el espacio complejo R,), entonces, evidente- 
mente, éste puede expresarse en forma de una combinación lineal de 
los vectores (1) de la forma siguiente: 


a=xabd+rzibt+... +2. (2) 
Como la igualdad a = (x,. ..., 2.) = U implica que 1, =... 
... = £n =0, el sistema (P', ..., 0”) es linealmente independiente. 


Tomemos un sistema arbitrario formado por n vectores lineal- 
mente independientes 


E = (4,1. ...s Gym), 


CATECRADA (3) 


ama, >»... Cua): 


Como ya sabemos (véase $ 14, teorema 1), el sistema (3) es lineal- 
mente independiente si el determinante 


Qal ra e +0. (4) 


Gnj -»» + un 


Si E = (, el sistema (3) es linealmente dependiente. 

egún el teorema 1 del $ 14, cualesquiera n + 1 vectores en el 
espacio R, son linealmente dependientes, puesto que el rango de la 
matriz formada por las componentes de estos vectores no es superior 
an. Poresto, sia = (2,, ..., Zn) es un vector arbitrario y el siste- 
ma de vectores (3) es linealmente independiente (A 3 0), entonces 
el sistema de vectores al, ..., a”, a es linealmente dependiente, 
o sea, existen unos números Ay, . . ., An, An+1, no Simultáneamente 
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iguales a cero, tales que 
Aa +... + Anar + 4.4 =0, 


donde A+, 5 0 (en caso contrario. el sistema (3) sería linealmente 
dependiente). Do aquí 


a=)Y zar, (5) 
hz l 


donde q (k=1, ..., n) son unos números. Expresemos 
+ 


la suma (5) mediante los vectores unitarios coordenados ¿* 
(véase (2)): 


n n n n 
a= Y ai (> ani)= (2 2x134) 
kh=1 1 i=1 h==1 
Por otra parte, según (2), 
n 
a=) zi, 
|] 


En virtud de la independencia lineal del sistema P, ..., i”, los 
coeficientes de vectores igualos ií tienen que ser iguales: 


n 
== 2 A (Mead, .... e (6) 


Por lo tanto, si se conocen las componentes x, del vector a en el 
sistema Pl, ..., 1”, entonces las componentes x;, de este vector en 
el sistema al, ..., a” se hullan por las fórmulas (6) y. además, 
univocamente. ya que el determinante del sisterna (6) es distinto de 
cero, A5E0, 

Hemos demostrado que cualquiera que sea el sistema linealmente 
independiente de vectores a*, ..., ar, cualquier vector a € R, se puede 
desarrollar por este sistema, o sea, se puede expresar en forma de una 
suma (5), donde x,, .... xj, son unos números, que se determinan en 
(6) y, además, unívocamente. 

En este sentido el sistema de voctoros a*, ..., a” se llama base 
en R,. Esto significa que cualquier vector a € Ai, se puede expresar 
en forma de una combinación lineal (5) de estos vectores y, además, 
unívocamente. Hemos demostrado que cualquier sistema linealmente 
independiente de n vectores de R, es una base en R,. 

Un sistema lincalmente independiente formado por m veclores 


al=(811, ...y Tim ar, mts ...4 Gin), 


ID: MN E DD DON Pr PM» MA . x= . . - . 


a” = (41, <<. Gum Em. mtrs <> Cn), 
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donde m < n, no es una base en /?,. En efecto, el rango de la matriz 
de las componentes de estos vectores es igual a m. Supongamos que 
las primeras m columnas de esta matriz forman un determinante 
distinto de cero. Ampliemos esta matriz, añadiendo abajo la fila 


art == (0, . +. 0, le 0, .. . 0), 


donde el 1 ocupa el (m + 1)-ésimo lugar. La matriz ampliada es de 
rango m -+ 1 y, por consiguiente, el sistema de vectoresa!, .... a”. 
a”*l es linealmente independiente. Pero, entonces, el vector a”** 
no puede ser una combinación lineal de los vectores del sistema 
a. .... a”, y oste sistema no es una base en R,. 
Denotemos por 
Gh Ur --. Ln 
A= de ¡600 RR. CTO UNA 

Anar nz --*. nn 

la matriz de los vectores (a*, ..., ar”). 


El cambio de la base (il, ..., ¿Ma la base (al, +. ., a”) so realiza me- 
diante la matriz A: 


” 
a) ansi (k=1, ..., 1), (7) 


ami 


osea, que el vector ak se expresa mediante los vectores ¿* aplicando la k-ésima 
fila de la matriz A. El cambio inverso de (a*, ..., a”)a (E, ..., E") se realiza 
mediante la matriz inversa 4? (véase $ 15, (9) 


n 

=>) basal (sá, ..., n). (3) 
i=1 

cuyos elementos se calculan según las fórmulas 5, = = donde A, es el adjun- 


to del elemento 47, en el determinante A (señalemos que el elemento 5, per- 
teneciente a la s-ésima fila y a la I-ésima columna, se expresa mediante el adjun- 
to Aj, del olemento ay. perteneciente a la Pésima fila y suésima columna). 
Señalemos también que 


n $” n n n n 
a= 5) z ¡al y aji y) r >) bnal= 2) o dayxa) al, 
l=1 51 s=s1 ll ==] ¿mal 
de dondo 
n 
=>); BsiTg, (3) 
sama ] 
o sea, el cambio de las coordenadas (%i, » ++.» In) 2 (2í, + - -» 34) se realiza 


mediante la matriz (véase $ 3, (2)) R 
(42) = (4), 


1) Aunque el texto que se expone a continuación se presenta con letra peque- 
ña, recomendamos leerlo. En el $ 17 se cita (9). 
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En (9) se observa quo xj so expresa mediante x,, « . ., Zn Aplicando la l-6sima 
columna de la matriz A- *o la l-ésima fila de la matriz (4-2), que es la traspues- 
ta a la matriz A”!. 

Por otra parte, en la fórmula (6) 


«A az] (z=1,..., n) 


se observa que el cambio de (ej, ..., 25) 2 (21, + + +, Zn) se realiza mediante la 
matriz A”, que es la traspuesta de A, do modo que z, se expresa mediante xj, ... 

Pee sa, aplicando la s-ésima fila de la matriz A” o la s-ésima columna de la 
matriz A. 


Nota. En el $ 14 se había establecido que una matriz cuadrada arbitraria 


411 +.. Un 
E (10) 
á4ni ..- Unn 


co un operador lineal y = Az (x € Ry, y € Ra), definido según las fór- 
mulas 


n 
Yh 5 An tj (k=1, +... 1). (11) 


Pero también se verifica lo recíproco: cualquiera que sea el operador ldincal 
y = Az (€ Ra, y € Ry), éste se determina por una matriz (10) de tal modo 
que el voctor y = Ax se calcula según el vector y = Az por las fórmulas (11). 

En efecto, sea dado un operador lineal arbitrario y = Ax (1 € R,, y € Ra). 
Denotemos las imágenes de los versores ¿* mediante el operador A del modo 
siguiente: 


n 
A i1=(4s, Bas --- Uns) => ») Apsih 
h=1 


A A 
Entonces, como A 05 línoal, un vector arbitrario 


n 
rar ... +Hipit=— > Zgi* 


gar] 
se transforma mediante A en un vector y, detorminado por las igualdades 


n”n n mñ n n n 
leia 2 is 2, Ae 2 Ñ e in (2, Na 


de donde se deduce que la k-ósima componente de y se determina por la fórmu- 
la (11). Por lo tanto, el operador A engendra una matriz (10) tal que las columnas 
constan de las coordenadas do las imágenes de los vectores de la baso (versores) 
medianto el operador A. 


CIEMPLO 4. Hallar la matriz del operador lineal (de la transfor- 
mación) A que consiste en una rotación de los vectores del plano R,, 
que parten del origon, un ángulo a (0 < «a < n/2) on sentido con- 
trario al del movimiento de las agujas del reloj. 


70052 
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Consideremos la base formada por los vectores i'= (1, 0), 
P = (0, 1). Entonces, evidentemente, (fig. 33), 


A (1) = (cos «, sen a), 


A (8*) = (—sen q, Cos a). 


Fig. 33 


Por lo tanto, la matriz del operador en cuestión tiene la forma 
ds cosa —sena 
—Xsena cosa)" 
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Se dice que dos vectores no nulos zx, y E R,,, tienen la misma direc- 
ción, si existe un número positivo % tal que * = Ay. 

Un vector arbitrario no nulo x € R, se puede normalizar susti- 
tuyéndolo pour el vector unitario 

=7* Ui=0), 
que tiene la misma dirección que el vector z. 

Un vector unitario (cuya norma (o Jongitud) es igual a 1) se llama 
normal. 

Dos vectores » e y en el espacio A, se llaman ortogonales, si su 
producto escalar es igual a cero: (2, y) = 0. Aquí R, puede ser real 
o complejo. En el caso de R, complejo, el producto escalar se define 
como en el $ 6, (57). 

Un sistema de vectores 


2... 2 ER (1) 


se llama ortogonal, si cualesquiera dos de sus vectores son ortogona- 
les. Un sistema de vectoros (1) se llama ortogonal y normal o también 
ortorormal, si 
1, k=1 
(2, 2) =8u=| O, kl (%, l=1, e... Y, 
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o sea, si todos los vectores del sistema son normales y ortogonales 
dos a dos. Si un sistema de vectores (1) es ortogonal y ninguno de 
ellos es nulo, entonces normalizándolos, obtenemos, evidentemente, 
un sistema ortonormal. Un sistema ortonormal (1) es linealmente 
independiente. En efecto, supongamos que 


Ada a 0, 


dondo %;, .... Ay Son unos números. Multiplicando escalarmente 
esta igualdad por x*, obtenemos 


AP, 2).mdimD (amd... .. v), 


lo que muestra que el sistema (1) es linealmente independiente, 
Entonces, el sistema ortonormal formado por n vectores de R, es 
una base y, por consiguiente, todo vector a € R, se puede expresar 
como una combinación lineal 


n 
a= Y) har. (2) 
h=1 
Multiplicando escalarmente esta igualdad por x*, obtenemos 
la, 2) =14, (0 Í...... 8) 
y, por consiguiente, 


a= 2 (a, ata", VacR,. 
hue 


El número (a, x*) (|a |* = 1) se llama proyección del vector a sobre 
la dirección del vector z*. En el espacio real /?y, la magnitud (a, a*) 
os la proyección numérica ordinaria del vector a sobre la dirección 
del vector z*. 

TEOREMA 1. Un sistema ortonormal de vectores 


Pl orrcer <a) 


se puede completar hasta una base ortonormal en R,. En otras palabras, 
siempre se pueden señalar unos vectores aY**, ..., x” tales que el 
sistema 


Pi e AMI e (3) 
sea ortonormal y, por consiguiente,l represente una base en R.. 
DEMOSTRACION. Como v<n, existe en R, un vector 4 que no 
depende linealmente de x*, ..., Y". Pero, entonces, 
v 
a= 2 (0, Maty, 


q. 
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dondo y 5 0. El vector y es ortogonal a todos los vectores x*, ... 
. . ., 2, En electo, 


w 
(y, 2)=(a— 2. (a, a, 2) 
haz 
=(a, 2)—(6, 2)=0 (s=íl, ..., v). (4) 
Normalizando el vector y, obtonemos el vector 
vel Mila 
e yr Y (+ 1=1), 
y el sistema 
Aoc 0 


es ortonormal, Si vw + 1 = n, obtenomos una base en /f,. En caso 
contrario, conlinuamos este proceso. En la (n — v)-ésima etapa 
obtendremos una base (3) en Ra. 

El sistema de versores en R, 


P:(E, 0; Dis 2. 0D O), 
P=00, A A A 


* * . , 10, SN 0:10 H42 . . . 


puede servir de ejemplo de base ortonormal en R,. 
Un vector arbitrario a = (%;. ..., £n) € Ra, admite un desa- 
rrollo por los vectores unitarios coordenados de la forma 


a=x +... po Y mir, (5) 
K=4 


donde x, = (a, 1%) (kk =4, ..., n) es la proyección del vector a 
sobra la dirección dol vector coordenado unitario i". 
Sea dado un sistema ortonormal determinado de n vectores 
ai=(4j, -.., Gin), 
SA IS ! (6) 
o bien, ? 


ay ayi (k=1,... 1) (7) 
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El cambio de los vectores (il, ..., ¿") a los vectores (a?. ..., a”) 
se realiza en este caso mediante la matriz 


A A ' (8) 


Gn ... Unn 


o sea, el vector a* so expresa mediante P...., 1 aplicando la 
k-ésima fila de la matriz A. 

A continuación, consideraremos que el espacio R, y la matriz Á 
son reales (véaso más adelante la nota 2 

Esta matriz es ortogonal, o sea, posee la propiedad siguiente: 


2: Ch,21,=Ón (k, l=1, ..., 2). (9) 


En efecto, como en el caso dado el sistema a!, ..., a” es orto- 
normal, se tieno: 


n n 
Ór == (ar, a!) Ss (S Ansi”, A ayri”) => 
susi p=1 


n » non n 
a 2 >> Cp), (E, 0) = 2 2 nt 3rÓ5r = Y, AxgA1s- (10) 
sl r=1 a=1y=1 fu ) 


Vemos que, recíprocamente. Ja ortogonalidad de la matriz (8) impli- 
ca la ortonormalidad del sistema de vectoros e, .... a”, determi- 
nados por las fórmulas (7). 

Esto muestra que las fórmulas (7), donde || a, || son matrices 
ortogonales arbitrarias, determinan todas las bases ortonormales posibles 
en R.. 
Multipliquemos escalarmente el vector il por el vector a; 


(í, at) = Uy jo 


De aquí, oblenemos 
"n " 
¿= Y (it, atja*= Y ano, (14) 
ha 1 k=1 


Por lo tanto,¡ el cambio de la base (a?, .., a") a la base Bi... 10 
se realiza mediante la matriz A”, que es traspuesta a la matriz A. 
Como las transformaciones (11) son inversas a las transformaciones (7) 
(véase' $ 15), queda demostrado también que una matriz ortogonal A 
tiene la interesantísima propiedad siguiente: 


Al =A'. 
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De (11) se deduce que 


ñ n 
61 =(i*, =(3 asma”, y 2,14”) = 
¿om 1 r=]/ 
Ss S 
-. > ») Ay 2 (a?, a")= ?) TE (12) 
s=1 r=3 a] 


Habíamos definido la matriz ortogonal como una malriz tal, 
que sus filas (los vectores quo éstas representan) son normales y las 
distintas) filas son ortogonales. Como se observa en (12), do esta defi- 
nición inmediatamente se deduce que en una matriz orlogonal las 
columnas también son normales y que las distintas columnas son 
ortogonalos. 

El cambio de (£;, ..., Ln) a (£í. -. ., 2.) se realiza mediante la 
matriz (véase (9) $ 10, x" = Az) 


(Al =A=A, 
n 
o sea, (considerando que a=53) xía!) 
E 


zi > QT, (13) 


mientras que el cambio de (x;/, ..., 2) A (Zi, +. ., Zn) se realiza 
(véase (6) $ 16) mediante la matriz A” que es traspuesta a Á, o sea, 


n 
T,= 2, Ay¿T-] 


Señalemos que «l determinante de una matriz ortogonal arbitra- 
ria ln (6)) esen valor absoluto iguala1: [[A || =|]4x,||=- 


Esto se debe a que 


EDO Via Y 
A EA 

14]2= |ax;] + 125,1 =12 A =1. 
000. 1 


Aquí se ha tenido en cuenta que el elemento y, del producto de dos 
determinantes es igual a la suma de los productos de los elementos 
de la k-ésima fila por los elementos correspondientes de la ¿-ésima 
fila (véase $ 2, propiedad j)). 
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Señalemos también que el determinante formado por las compo- 
mentes de los vectores de la base i*, ..., ¿” es igual a 1: 


E O 
Ad 
0 EE O ars 


Si el determinante de la base ortogonal a?, ..., a” es igual a Í, 
1A | = 1 (véase (6)), entonces se dice que esta base tiene la misma 
orientación que, la base ., ..., 1”. Si [A] = —A, se dice que la 
orientación es contraria. Estas definiciones concuerdan con las defi- 
niciones respectivas en los casos bidimensional y tridimensional 
expuestos en el 5 11. . 

Nota 1. Si en la matriz A (véase (8)) las coordenadas del vector a* 
en la base (6, . .., 1") las hubiésemos colocado en la k-ésima co- 
lumna (k = 1, .... n), entonces el cambio de las coordenadas del 
vector x' a las del vector x se realizaría mediante las filas de la ma- 
triz A. El cambio de z a x' en la fórmula (13) se realizaría mediante 
la matriz A'. 

Nota 2. En el espacio complejo R, la matriz (8), siendo 4»; 
complejos, se llama ortogonal si 


2 Onoto =Ón1 (k, l=1, ..., A). (9) 


Demostremos que un sistema ortonormal de vectores (6) (6 (7)) 
en el espacio complejo R, engendra una matriz ortogonal A (véase 
(8)). En efecto, en el espacio complejo R, el producto escalar de los 
vectores , y cumple las propiedades (véase $ 6, b'), c')): 

(2. y) = Y, 2), (ar + y, 2) = a (x, 2) + f y, 2), 
siendo] a, $ números complejos. Entonces, 
(2, ay +P2) =(ay + Pz, 2) =(0y, 2)+ (pz, x)= 
=0a (y, 2)+B(z, 2)=a(2, y) +Blo, 2). 


Pero, entonces, para un sistema ortogonal de vectoresa?, ..., a” 
se verifica 


n n n 
81 =(0*, al) =(2 ars”, Y) api)= Y Y Apstir li”, 0) = 
si r=1 s=1 r=1! 
n 


= Y Y Aastirdar =D) Casi  (10') 
y==1 a] 


e] 
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de modo que la matriz Á es ortogonal. Vemos que, recíprocamente, 
la ortogonalidad de A implica la ortonormalidad de loa vectores 
a, .,., a” determinados por las fórmulas (7). 

Multipliquemos escalarmente el vector ¿' por el vector a” (véase 


WU) 
n " 
(8, a) =(8, 2 api?) = Y) arsli!, 5) =01. 
De aquí 
n n 
PU JS 3 a ar ' 
i A (5, aa 2 ajja, (11) 


Por lo tanto, el cambio de la base (a*, .... a”) ala base (8, ... 
« «, E) se realiza mediante la matriz 


Ca ... Gan 


Como las transformaciones (11”) son inversas a las transformacio- 
nes (7), queda también demostrado que la matriz ortogonal A cumple 
la siguiente propiedad notable: 


A?=A*?. (14) 
De (11) se deduce que 
n n n » "” 
8,1 =. (i*, i)) == (2 aa”, 2 a,¡a”) -2 2 AsrOr 10 gr >” 2 Qs Ugo 


Por consiguiente, las igualdades 
n 
61 = 2) AsrGar (e, l=1, .... n) 
sí 


(así como (9')) pueden servir como definición de matriz ortogonal A. 
En virtud de (14) y de los resultados generales obtenidos en el 
$ 16, señalemos las matrices que realizan las transformaciones orto- 
gonales que se dan a continuación: 
y A: (ii, ..., 3) —>(al, ..., a”); 
A*: (at, ..., 67)» (il, .... 8); 


ES loo + 0. En) (Ss: «2 « 9) 
A AN 
donde (%;, ..., Tn) y (%í, - . ., 28) son las coordenadas de un vec- 


tor arbitrario en el espacio complejo R, respecto de la base (2, ... 
e. ., 0") y de la base ortonormal (a*, ..., a”), respectivamente. 
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Finalmente, la igualdad || A | | = 1 se demuestra en el caso 
complejo así: 


1A1PP= ]ayrl 121,1 =| 2, ansia] = 4, 


A A A o 


000... 4 


Las matrices ortogonales también se llaman unitarias. 


$ 18. Propiedades invariantes 
de los productos vectorial 
y escalar 


Nota. Consideremos dos sistemas rectangulares de coordenadas en el 
espacio real tridimensional, (Zj, La. Za) € (Y1, Ya, Ya). con los siste- 
mas de versores (8, 2,2) y ($, P?, P), respectivamente. Suponga- 
mos que 


Pod ar (k=1, 2, 3) (1) 


(compárese con (7) y (13) $ 17). Entonces, la matriz (real) 
A = || xa |) 


es ortogonal y (véase (13) $ 17) 
3 
y=)» 9,2, (1=1, 2, 3). (2) 
el 
Un mismo punto fun vector) del espacio tiene en el primer siste- 
ma las coordenadas (las componentes) (%,, Te, La) y en el segundo 
sistema, las coordenadas (Y,. Ya, Ya). Además, las fórmulas de trans- 
formación de las coordenadas (el cambio de (5,, Ta, Ya) A (Ys, Yer Ya)) 
son exactamente iguales que las fórmulas de transformación del 
sistema de versores (8, E, 1%) al sistema de versores (7%, 3%, 7”). 
En ambos casos se aplica una misma matriz ortogonal (véase (13) 
y (7) del $ 17) 
A = || az: ll. 
En el primer caso, la matriz A se aplica al sistema de números 
(21, Za. Ta) para obtener el sistema de números (Y;, Ya, Ys), y en el 
segundo caso, la misma matriz A se aplica a los versores (1%, E, 6%) 
para obtener los versores (7*, j?, [”). 
Enunciemos la definición general de vector admitida en el cálculo 
tensorial. 
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Se llama vector en el espacio tridimensional a un objeto que se 
exprese en todo sistema rectangular de coordenadas mediante una terna 
de números, que se transforman del mismo modo (mediante la misma 
matriz) que las ternas de los versores de los respectivos sistemas de coor- 
denadas. 

Una terminología semejante se aplica también en el caso de los 
espacios n-dimensionales. 


Sean a y b dos vectores del espacio (real) tridimensional, definidos en los 
sistemas de coordenadas con los versores (2, 2, BP) y (A, P, P”), del modo si- 
guiente: 


a= 2yP ez Ay + 4,4 ey j" en yy]? 2d 0), PP 
/ by 1 + b, 1 +b,.9= by, P —b,, pal byad?. 


Se verifica la igualdad 
3 
ab= >) Ux¿bx > Qy;by, 
gua 1 ram i 


la cual muestra que el producto escalar es invaríante respecto de las transforma 
ciones de los sistemas rectangulares de coordenadas. 

En efecto, como los sistemas do voctoros (¿*, 2, E) y (f*, P?, P) son orto- 
normales, éstos se transforman según las fórmulas (1), donde [| + || es una ma- 
triz ortogonal. Las componentes del vector a= (Ly, Cxgo Qzy) se transforman en 
las componentes (2y,> Ay, ay) modiante la misma matriz (véase (2)). Por lo 
tanto, 


K] 3 Ki 3 
2 2y,By y p. y (> Arg,” + Arbxy) = 
r= ral ¿1 y ] 
3 


3 3 3 
> 2 > Axg Pz, (2 Arg) 7 »> Ax,bx,=4b. (3) 
61 vai r=i 


3... 1 


Hemos demostrado mediante cálculos que el producto escalar ab os invariante. 
Por cierto, de la otra definición de producto escalar de los vectores (de los seg- 
mentos orientados), de Ja definición geométrica, en virtud de la cual ab = 
= |b| praia, inmediatamente se observa que este númoro es invariante, ya 
que esta definición no está relacionada con ningún sistema de coordenadas. 

En lo que se refiere al producto vectorial a X b, éste es invariante respecto 
de los sistemas rectangulares de coordenadas de la misma orientación. En los 
sistemas con los versores (il, ¿2, 83) y (f, 2, P), el producto escalar se expresa 
del modo siguiento: 


a a 1 
[ax b),, 0, Qxy Urra Uxgl, 
bx, Bxy Bxy 
E PR 
[axbl a, yo, E Uy “ya “val, 
Yi bya byy 
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En virtud de las fórmulas (1) y (2), se tiene, 


3 3 3 
y sit Y) Gasi* >) Agai* 
s=1 seri qu= 1 
3 3 3 
laxdlu ja jo > AjsC xa 2) Agszy by Ugly, |= 
s=1 s1 s=1 
3 3 3 
>> Eisbo, Y Aa, > Ugad, 
5$=] g=] 31 
p pp p ra ig Ca nn ¡js 
=|*%x, “ez “xg|[ 21 Ag Mrs] = 5 Pr 4x9 rg] =>+ [ax ln Bda, (4) 
bx, Bxa Bey Es yz Los bz, Exa bxy 


donde hay que poner el o + 6 — según que el determinante | %;a | sea igual 
a +1 oa —1,0 lo que es lo mismo, según que la transformación considerada de 
las coordenadas cambie la orientación O no. 

En el caso dado, al multiplicar los determinantes se ha utilizado la regla 
siguiente: 

El elemento y;a do la matriz del producto || yy, || se determina como el pro- 
ducto de la i-ésima fila del primer doterminante por la k-ósima fila del segundo 
determinante (véase $ 2, propiedad UR 

En resumon, queda demostrado mediante cálculos, que el producto vectorial 
de dos vectores es invartante respecto de las transformaciones de los sistemas rectan- 
gulares de coordenadas que no varían la orientación. 

Las transformaciones (3), (4) son interesantes porque se generalizan al caso 
importantísimo del análisis matemático del vector simbólico nabla 7 = 


se a 0 
Nox, 75 0%) , 


S 19, Transformación 
de las coordenadas 
rectangulares en el plano 


Consideremos el plano R, en el que se ha introducido un sistema 
rectangular de coordenadas (r,, 22). Sean 


P=(1,0, P=(0, 1) 


los versores de los ejes 2,, Z¿. Los versores i*, i* forman una base 
ortonormal en R,. 

Un vector unitario (normal) arbitrario b? puede expresarse del 
modo siguiente: 


b= (cosa, sena) (0<a< la). 
Un vector unitario ortogonal (perpendicular) a 6, que denota- 


remos por d*, sólo puede corresponder al ángulo a + E ó6a— E , 


108 $ 19. Transformación do coordenadas rectang. en el plano 
Como 


a 
cos (a ++) = —$S0n A, Sen (+3) =—C0S%, 
n zx 
cos (a—-) =senu, sen (a) =-cosa, 


todos los sistemas ortonormales posibles b!, b?* en Ry se determinan 
por las igualdades (fig. 34) 


bi=itcosa+i*sena, 


bi= —ilsena+itcosa ] Va <a), My 


correspondientes a la rotación de los ejes en torno del origen un 


Fig. 34 Fig. 35 
ángulo a conservando la orientación, o por las ignaldades (fig. 35) 
bi=ilcosa + “sena, | yo 
bi=ilsena + ¿2cosa, (1) 


correspondientes a la rotación de Jos ejes en torno del origen un ángu- 
lo a cambiando la orientación. 
Ambas transformaciones se reúnen en la siguiente fórmula común: 


bl = a + aj, (1) 
b* = yb - Qaal, 
donde la matriz de la transformación 


Lu a 
Uoy Aga 


Acs (2) 


es ortogonal (la suma de los cuadrados de los elementos de cada una 
de sus filas o columnas es igual a 1, mientras que el producto esca- 
lar de dos filas o columnas distintas es igual a 0). 

Cualquier transformación ortogonal determinada (1) es en reali- 
dad una de las transformaciones (1%) o (1”) para cierto «. 
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Como la matriz (2) es ortogonal, de (1) se deduce que 
ii =g,bP + ayb, (3) 
P= gb! + a9y0”, 
con lo que obtenemos la transformación inversa a (1), cuya matriz 


yy Ay e 


Aj2 Aza 
es conjugada a Á. 

Tomemos en el plano un vector (un punto) arbitrario a. Supon- 
gamos que en el sistema antiguo tieno las coordenadas (%,, 12) 
v en el sistema nuevo, las coordonadas (2,, 7;). Entonces, 


a=x 0 + xi = xp! + xP”. (4) 
En virtud de las fórmulas (3) y (4), se lieno, 
ao. + xp? = 2 (a, b' + Ad”) + za (21sb" + agb”) = 
= (011%, + Ayota) 1? + (Uat, + Onoto) d* 


e igualando las componentes para los versores b*, b* iguales, respec- 
tivamente, obtenemos: 


E, = 21 + Lala, 
L¿= UY, y AgaTa. 


(5) 


Ahora bien, en virtud de las fórmulas (1) y (4), 


0 yx (0,0 + 01207) + % (ai + ai?) = 
e (27; + AgTa) El + (0120, + Ant) E, 


de donde, igualando las componentes de il e ¿%, obtenemos las fór- 
mulas inversas a (5): 
Ty = 2,1, + Uy To, (6) 
Ly = Uat, + Ugo 
Si, además de la transformación (6), hacemos una traslación 
del origen de los ejes z/, x/ al punto O” con las coordenadas X, = 27, 
xr, = 2%, entonces las fórmulas (6) se complican, evidentemente, 
del modo siguiente: 


(1) 


21=% + UT, 4 Lats, ] 
> Ga + r 
Ty = E, + 021, + Ogg To- 
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En resumen, una transformación arbitraria de las coordenadas 
rectangulares (x,, 1.) en las coordenadas rectangulares (z;, 2/) acom- 
pañada de una traslación del origen del sistema (z,, Ta) al punto 
O" = (xi, x7), se expresa por las fórmulas (7). donde la matriz 


E 


Va sa 


es ortogonal. 
La transformación correspondiente que conserva la orientación 
del sistema de coordenadas tiene la forma 


Y, =%X] y 7,0080 — 2, SEN Y, pe 

Lo = 1 + E, SEN AH 2,005 % (0) 
y la transformación que cambia la orientación, la forma 

1, =% + 0084 +2 Sena, SA 

La = 24 T(SON A — £, COSA (1) 


(las matrices de los cocficientes de x; y x, en (7') y (77), son las tras- 
puestas de (1%) y (1%), respectivamente). 
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Un conjunto £ en ?, (L = R,) se llama subespacio lineal del espacio 
R, o, abreviadamente, subespacio en 4, si la pertenencia a £ de dos 
vectores arbitrarios x= e y (2, y € L) implica que el vector ax + Py 
también pertenece a L (ax + iy E L) para cualesquiera números 
a y p*). Un subespacio L se llama m-dimensional, si existe en el 
mismo un sistema linoalmente independiente a?, ..., a” compuesto 
por m vectores, pero no existe ningún sistema compuesto por m + 1 
vectores linealmente independientos. 

En este caso, sia es un vector arbitrario de £ (a € L), entonces el 
sistema a?, ..., a”, a es linealmente dependiente, o sea, existe un 
sistema no trivial de números 2%, .. ., Am, Am+41 tales que 


ha +... + Ana” + Ama =0. (1) 
Aquí Am+1 375 0, pues en caso contrario sería 
Ma +... + Ana” =0 


y en virtud de la independencia lineal del sistema a, ..., a” 
resultaría 4, =...=4Am =0, y todo el sistema 24,, ..., Amy 


*) Fácilmente so a gro que un subespacio lineal también es un espa- 
cio lineal (véase la nota 1 en cl ap. 6.5) ya que se cumplen las propiedades 
1)—8) enunciadas en el ap. 6.1. (Nota del TrS 
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Am+1 sería trivial. Entonces, en la ecuación (1) se puede despojar a: 
a=puat+.. una” (uy —Ay/ Amr), (2) 


o sea, que este vector puede expresarse como una combinación lineal 
de los vectores a*, ..., a”. Por otra parte, una combinación lineal 
de la forma (2) pertenece a L, puesto que L es un subespacio. Por 
lo tanto. se dice que el sistema a!, ..., a” es una base en L. Está 
claro que enalquier otro sistema linealmente independiente de vec- 
tores bi, ..., b” pertenecientes a L es una base en L£. 

Desarrollando los vectores b* por los vectores a!,..., a”, 
obtenemos 


m 
Md, b, ¿a (k=1, ...sy m). 


Razonando de un modo similar a como se hizo on el $ 16 para E, 
(donde ahora hay que sustituir ¿* y a* por a* y b*, respectivamente), 
so pnede demostrar que el sistema b*, ..., bh" es linealmente inde- 
pendiente si, y sólo si, el determinante | by, | es distinto de cero, 
lbxe 150, y que cualquier sistema independiente compuesto por 
1< m vectores ya no puede ser una base en £. 

El espacio R, se puede considerar como un subespacio de PR, 
que tiene dimensión n. 

El conjunto formado por el único vector nulo 0, es un subespacio 
lineal 100 + $0 = 0); suele decirse que éste tiene dimensión 0. 
El vector 0 no forma un sistema linealmente independiente, ya que 
la igualdad 20 = 0, donde 2 es un número, no implica necesaria- 
mente que A sea igual a cero. 

Si e es un vector no nulo, 2” +0, entonces ol conjunto de los 
vectores de la forma 2xw", donde A es un número arbitrario, es un 
subespacio unidimensional. En éste so puede tomar por base el voc- 
Lor x“. 

Sea L un subespacio lineal en R,. Se dice que un vector v E Ra 
es ortogonal a L, si os ortogonal a cualguicr vector « € L. Denolemos 
por 1” el conjunto de todos los vectores que son ortogonales a L£. 
Entonces, L' es un subespacio en R,. En efecto, sean v, v El, 
o sea, que 

(1, u) =0, Vu € L; 
(lv, uy) =0, Vu € L. 
Entonces, para cualesquiera números a y f 
(av + fo, uy) =a lo, u) + Pf (0, u) =0, VuEL, 


o sea, av + fo EL, 

Por dofinición, un subespacio L' <= Ry se llama ortogonal de un 
subespacio dado L < Ry, si L' es un conjunto de todos los vectores 
de R, cada uno de los cuales es ortogonal a L. 


112 $ 20. Subespacios lineales en An 


A continuación se demuestra un teorema que clarifica la estruc- 
tura del subespacio arbitrario L < R, y del espacio ortogonal de él 
L' < R,. En particular, de aquí se deduce que si L” es el subespacio 
ortogonal de L, entonces viceversa L es el subespacio ortogonal de £”. 

TEOREMA 1. Sea L un subespacio lineal distinto de R, y del subespa- 
cio nulo. Entonces: 

a) existen un número entero m que satisface las desigualdades 


i<m<n (3) 
y una base ortonormal 
al, .. .q a” (4) 
en L; si esta base se prolonga de cualquier modo hasta la base ortonor- 
mal en Ra 
A O A (5) 
entonces el subespacio lineal L' con base 
A (6) 


posee las stguientes propiedades; 
b) L' es un subespacio ortogonal de L; 
c) L es un subespacio ortogonal de L”; 
d) todo vector a € R, puede representarse en forma de la suma 


a=u-+.v 


donde u € L, vEL" de un modo único. 

DEMOSTRACION, Según la hipótesis L se distingue del subespacio 
nulo, por consiguiente, en L existe un vector x= distinto de 0. Nor- 
malizando x= obtenemos el vector normal 


LT. 


Designemos con a* cualquier vector normal perteneciente a L y orto- 
gonal a el (Ja? | =41, (a?, a) = 0) si existe tal vector. Luego, 
designemos con a* un vector normal perteneciente a L y ortogonal 
aal ya (jar |=41, (a, al) = (a?, a?) = 0) si existe tal vector. 
Este proceso terminará en una m-ésima etapa donde m satisface las 
desigualdades (3), es decir, se hallará el sistema ortonormal de 
vectores (4) pertenecientes a L, pero ya no existirá en L un vector 
unitario ortogonal a los vectores a*, ..., a”. En rigor, m=>1Í, 
puesto que es evidente que a* € L. Por otro lado, m no puede ser 
igual a n. En el caso contrario los vectores a*, ..., a” pertenecerían 
a L, perteneciendo conjuntamente a este mismo subespacio L todas 
n 


las combinaciones lineales 2; A,a* y entonces resultaría que £ 
coincide con R,, pero L es distinto de R,. El sistema ortonormal 
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obtenido a!, ..., a” es base en L. De hecho, junto con los vectores 
a?, ..., a” también pertenecen a L todas las combinaciones linea- 
m 


les de ellos $] Aa*. Pero on L no hay otros vectores porque si admi- 
e 


timos que cierto vectora € L no es una combinación lineal, a puede 
ser anotado como la suma 


m 


a= 2 (a, atar +y (7) 


donde y + 0. Puesto que los vectores a y a* pertenecen al subespa- 
cio L, concluiríamos que el vector 
m 
e 2 (a, ar) al 
k=1 
también pertenece a L. Mas, cl vector y es ortogonal a todos los 
a(s=1, ..., m) (véase el $17, (4)). El vector normalizado 


1 
SS ($) 


también pertenecería a L y sería ortogonal a todos Jos a* (k = 
=1,..., m). Pero esto es imposible en virtud de la propiedad 
maximal del número m. Así queda demostrada la afirmación a) del 
teorema. 

La completación del sistema ortonormal (4) hasta una base 
ortonormal (5) en /i, se realiza de acuerdo al teorema 1 del $ 47. 
Denotemos por £* el subespacio de todas las combinaciones line- 


ales v= > pra" de los vectores del sistema (6). Está claro que 
haem-1 


cada uno de estos vectores es ortogonal a cualquier vector n£L, 
> . 

que se expresa en forma de una suma u== Y» Aza*, Porotra parte, 
kl 


si ac R, es un vector arbitrario, ortogonal a todos los vectores 
uEL y, en particular, a los vectores at, ,.., a”, entonces, su 
desarrollo en la base (5) ticae la forma 


= y alt= > hy ah 
a=2 (a, aja= 2 (0 aja, 
o sea, aL”. Queda demostrada la proposición b) del teorema. 


m 
Ahora bien, cualquier vector u= Y A,a* € L es ortogonal a to- 
¡E 
n 
dos los vectoresv= >) uxa*EL' y, si se sabe que algún vector 
k=m+ 1 


8-0952 
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” 
a=2 (a, a*).a* es ortogonal a todos los vectores de £” y, en 
mm 
particular, a los vectores a”*, ..., a”, entonces a= Y (a, aja, 
A 


==] 
o sen, ac L. Queda demostrada la proposición c). 
Finalmente, si a€£A, es un vector arbitrario, entonces éste 
puede expresarse unívocamente en forma de una suma 


n 
a= >» (a, aa =u-+ev, 
ha=1 


donde 
m 


n 
us= Y (a, aAYatEL, e= Y (a, aljarEL”. 
h== 1 mt) 
Con esto, el teorema queda completamente demostrado. 
TEOREMA 2. Sea L un subespacio en R,, de dimensión m. En- 
tonces, el complemento ortogonal L* — HR, de L es de dimensión n — m 
y, 4 su vez, L es ortogonal a L'. 
DEMOSTRACIÓN, Si L os distinto de PR, y del subespacio nulo, 
entonces, evidentemente, este teorema está contenido en el teorema 1. 
Supongamos que £ es el subespacio nulo. Como cualquier vector 
a € R, es ortogonal al vector 0, resulta, L' = R, y la dimensión 
de R, es igual a n — 0 = n. Reciprocamente, el vector O es orto- 
gonal a todos lus vectores a € R, = 1/, Pero no hay otros vectores 
ve sean ortogonales a todos los vectores de R,, ya que todo vector 
distinto del vector O no es ortogonal a sí mismo. Queda demostrado 
que L es ortogonal a L 
Si L=R,, el razonamiento es similar. 
COROLARIO 1, Sea dado un sistema de vectores 


A (9) 


y sea L' el subespacio formado por todos los vectores u € R, que son 
ortogonales a los vectores de este sistema : 
(o, 2?=0 (k.1,..., m). 


Supongamos ahora que a es un vector sepa a todos los vectores v, 
o sea, que es ortogonal al subespacio L'. Entonces, a se expresa como 
una combinación lineal de los vectores del sistema dado (3): 


a= 2 hxzt?, 
ho 1 


DEMOSTRACION. Consideremos el subespacio L formado por todas 
las combinaciones lineales posibles de los vectores del sistema (9), 


$5 21, Teoremas de tipo Fredholm 115 


de modo que todo vector u € L es una combinación lineal 
m 
u A a. 


En este caso, diremos también que el subespacio L está engendrado 
por los vectores del sistema (0). 

Como todo vector v € L' es ortogonal a los vectores del sistema (9), 
éste, evidentemente, es ortogonal a cualquier vector u € L. Esto 
muestra que el subespacio £L' es ortogonal al subespacio L. Pero, 
entonces, según el teorema 2, L es también ortogonal a £', o sea, 
L consta de todos los vectores « que son ortogonales a £”. Por hipóte- 
sis, a es uno de tales vectores y, por consiguiente, el vector a es 
una combinación lineal de los vectores del sistema (9). 


$ 21. Teoremas de tipo Fredholm 


En este párrafo se expone mna teoría de las ecuaciones lineales 
que es paralela a la teoría expuesta en el $ 4, 

Esta es una teoría sin determinantes. En sus enunciados, el 
determinante del sistema de ecuaciones no figura explícitamente. 
La ventaja de esta teoría consiste en que ésta sirvió de base y analogía 
para numerosas generalizaciones que se hicieron en el análisis mate- 
mático Las primeras gencralizaciones importantes de éstas pertene- 
cen a Fredholm!). 

Consideremos de nuevo un operador lineal (véaso $ 15) A: 


y = Ax (2 €R),), (1) 
que pone en, correspondencia a cada vector + E R, un vector y ER, 
mediante las ecuaciones 


Yi el Ai T, (l=4,...,m. (2) 
Aquí 


y Qi ++. Gn 
A= || a, = Sia AA (3) 


Any Anz - ++ Cunt 


es una matriz cuadrada dada. Al operador A le corresponde el opera- 


dor conjugado 
y =Atz (x€R»), (1%) 


1) E. 1. Fredholm (18686—41927), matemático sueco. 
g* 
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determinado por la matriz conjugada a (3): 


(3*) 


DIM ONO O AA 


An lan .os nn 


Mediante las componentes de los vectores x, y, el operador conjugado 
se expresa on la forma 


Yy=2, ay (j=1,..., 2), (2) 


o sea, que la componente y; se expresa mediante las coordenadas 
del vector = aplicando la j-ósima fila de la matriz A* o la ¡-ésima 


columna de la matriz A. 
Se verifica la igualdad 


(Az, 2) = (x, A*z), Vo, 2 € Ra, (4) 


que es válida para todos los x, z € Hp. En efecto, para Ii, y Ga 
reales, 


(Az, 2=2 YiZ; dl (2 Ay, Ta) 2, 2 (2 81,21) x,=(x, 4*3). 


En el caso complejo, 


(Ar, 2)=2 Y] > e (2, ,,7,) 1¡= 


n n n” n 
a --3 » 
== x Arz = Z. > a1zi=(x%, A*z). 


La igualdad (4) es característica para un operador conjugado, 
ya que, si para un operador B se verifica la igualdad 


(Az, z) == (o, BD, Ve, z € Ras (5) 


entonces necesariamento B = A*. En efecto, (B = || b,a II), para 
Bis Dis, Ra reales, 


(Az, 2) = e, 2 Aj TsZ ar 


n n n n 
(u, Bz)= 2 2 bytZa 2 2 by¡T ¿Tio 
De (5) se deduce que 


3 z A! 3 by¡Ty31y WE, ZERn, (6) 
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de donde a, = bj (is > 1, ..., nm), lo que se comprueba haciendo 
en (0) 2 -=(0,.... 0, 4,0, << 0), £va (0, ..» 5 0, 1,9, «... 
. « «, 0), donde en x= la unidad ocupa el s-ésimo lugar y en z, el 
i-Ésimo. 

En el caso complejo, 


” n n n 
(Ax, 2=2 2 QyT,2j, (%, Bz) =2 2 Y baja = 
n n JN n n 2 - 
2, = 2 el P 2 E 


de donde a;,,=b,), o bien, b,y¿=4js. 

Por lo tanto, el operador conjugado A* de un operador lineal A se 
puede definir también como un operador lineal tal, que se cumple la 
igualdad (4). 

Las igualdades (1) y (1*) so pueden considerar como ecuaciones: 
dado el vector y € R,, se pide hallar x= € R, de tal modo que se 
cumpla la igualdad (1) o (1*). 

Las ecuaciones homogéneas correspondientes tienen la forma 


Az =0 (10) 
o bien, 
n 
2) 212,0 (i=4, ..., 9) 20) 
sa 
y 
4A*x =0 (15) 
o bion, 
y 812¡=0 (=1,.. (23) 
E, a (i=1,..., 1). 
Denotemos por L la imagen del espacio R, mediante el operador A: 
L = A (R,), 


y denolemos por L* el subespacio de todos los vectores z que satisfacen 
a la ecuación conjugada homogénea (1). 

Se ha llamado a L' subespacio puesto que junto con z y z' lam- 
bién pertenecen al mismo az + fz' siendo a« y f números arbitrarios: 


A* (az + fz') = a4*tz + pA*z' =0. 


L también es un subespacio. puesto que, si y, y' € L, entonces 
existen unos vectores r, z' € R, tales que y = Az, y' = Az”, y por 
consiguiente, 


oy + Py" = adx + PAz' = A (az + Pz”), 
de modo que ay + Py” € L. 
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Se verifica el siguiente lema (véase $ 20, teorema 2). 

Lema + Los subespacios L y L' son ortogonales uno al otro, 
es decir, L' es un conjunto de todos los vectores z € R,, cada uno de los 
cuales es ortogonal a L y L, a su vez, es un conj unto de todos los vectores 
y E Ri, cada uno de los cuales es ortogonal a E”. Si L es de dimensión k, 
entonces, I' es de dimensión n — k, 

DEMOSTRACIÓN Consideremos la igualdad 


(Az, 2) > (zx, Az), (7) 


que es válida para Ludos los vectores e, z € li, . Supongamos que z es 
un vector ortogonal a L; entonces, para éste, el primer miembro en 
(7) es igual a coro para Lodo x € [?,. Pero. entonces, el segundo miem- 
bro también es igual a cero para todo x € R, y. en particular. para 


= Az: 
(Atz, A*z =0. 
Por lo tanto, 4*z = 0. Queda demostrado que si un vector z es 
ortogonal a £, entonces este vector salisíace a la ecuación A*z = 0 
(o sea, z E £/). 

Reciprocamente, supongamos que el vector z satisface a la ecua- 
ción 4*z = 0. Para tal z, el segundo miembro en (7) es igual a cero 
para cualesquiera x= € R,; pero, entonces, el primer miembro es igual 
a cero, de modo que z es ortogonal a lodos los vectores de la forma 
Ázx, osea, a todos los vectores y € £. En otras palabras, z es orlo- 
gonal a L. 

Queda demostrado que £' es un conjunto de todos los vectores z 
ortogonales al subespacio L. Pero, entonces, en virtud del Leorema 2 

20, L es a su vez el conjunto de todos los vectores y ortogonales 
a L' y la suma de las dimensiones de £ y £' es ignal a n. El Jema 
queda domostrado. 

Se verifica el 

TEOREMA t. Para que la ecuación 


y = Az (15) 
admita solución para un vector dado y E R,,, es necesario y suficiente 
que el vector y sea ortogonal a todos los vectores z que satisfacen u la 
ecuación conjugada homogénea 

A*z = 0. (15) 
La solución x de la ecuación (1), si ésta existe, puede expresarse como 


la suma 
=P +u, 


donde x* es una solución particular cualquiera de la ecuación no homo- 
génea (1) y u es una solución arbitruria de la ecuación homogénea 


Au = 0. (1,) 
Cualquier suma indicada es solución de (1'). 
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DEMOSTRACIÓN En virtud del lema 1, si L = A (Rn) y £' es 
el conjunto de todos los vectores z que satisfacen a la ecuación A*z = 
= 0). entonces L y L' son subespacios ortogonales uno al otro. Pero, 
entonces, si para y existe solución de la ecuación (1), se tiene que 
y EL y necesariamente todos los vectoros z € L” son ortogonales 
a y. Por otra parte, si el vector y es ortogonal a todos los vectores 
zÉl', entonces y € L. o sea, que existe un x tal que y = Az. 

Supongamos ahora que para un vector y existe solución de la 
ecuación (1). Sea ésta w?. 


y = Ax. 
Entonces, evidentemente. la suma q + un, donde Au = 0, también 
es solución de la ecuación (1): 
A (2 - u) = Ax” + Au =y +0 -=— y. 


Recíprocamente, six es una solución arbitraria de la ecuación (1%) 
y 2% es una solución particular determinada, entonces 


y == Ax, _— Ax”, 
y, Por consiguiente, 
0 = Ar — An? = A (2 — e?) = Au, 
donde u =x—a”, osea, y =x + u, donde u satisface la ocua- 
ción Au = 0. 
Nota. Expliguemos con el ejemplo del espacio real Ra la relación 
del teorema 1 con la teoría de Kronccker—Capelli. 
Supongamos que el vector y == (Y,. Ys) es ortogonal a todas 
las soluciones del sistema 
0,17, + Ua122 =0, 
Qy2%) Tr Ud =0. 
Demostremos que entonces los rangos de la matriz A y do la matriz 
ampliada 


(8) 


An Gr Y 
Ua “a Y2 


son iguales entre sí. Si rango A = 2, entonces, evidentemente, rango 
B = 2. Supongamos que rango 4 = 1. Siempre rango Bf ¿> rango 


B= 


A == 4. Por lo tanto, tenemos que demostrar que 
Un Y Ur Yi 
la Y Q Ya 


En efecto, como y es ortogonal a las soluciones (no triviales) del 
sistema (8) se tiene, yz, + Yaza = 0. Por esto, suponiendo que 
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21 +0, resulta: 


z y 
LA1= GB — Ca1Yy = Qy1Ya + Aa) 2 = 7 (4,1%, + 479) = 0, 


Ba= Q12/2— OgaY1 = UraYa + Mos =n .. 9 (01321 + Azo22) =0. 
De aquí se deduce que rango B = rango A = 1. 
Recíprocamente, supongamos que el vector y = (y,, Ya) es tal 
que rango PB = rango Á, entonces (1) admite solución (x,, 22). De- 
mostremos que y es ortogonal a las soluciones z = (z,, 2,) del siste- 
ma (8). En efecto, 


Yi2 + Yala = (0117, + 01982) 2, + (09,7, + Qegota)) 7 = 
= (011%; E 129) Ty + (079%) + Qgo2g) Ty = 0-2, + 0-22 =0. 
TEOREMA 2 Las ecuaciones homogéneas 
Az =0 11) 


Ax =0 (17) 


tienen el mismo número de soluciones linealmente independientes. 

En particular, si una de estas ecuaciones sólo tiene la solución tri- 
vial O, o sea, que no tiene soluciones linealmente independientes, en- 
tonces, lo mismo ocurre con la otra. 

EPT: En el último caso la ecuación (1) admite solución 
1CA. 

DEMOSTRACION. — Las matrices A y A* tienen el mismo rango. 
que denotaromos por k. Estas también tienen un mismo determi- 
nante Á. 

Si k = n, entonces A 0 y las ecuaciones (1) y (15) sólo admi- 
ten la solución trivial 0, En este caso, según el teorema 1, la ecuación 
(1) tiene solución única para cualesquiera y € R,. 

Supongamos ahora que 1 < k < n. Después de una reordenación 
adecuada de las ecuaciones y de las componentes, para el determi- 
nanto se tiene: 


Q11 ... Cir 


Ur. Cr 


Escribamos ahora las primeras k ecuaciones (1)) en la forma 


NI E A ES E. UN O A UR IN . . . . . - * . . . . 
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A continuación exponemos una tabla de n — k vectores: 


si. 25 14,0, 2.0), 
at=(2%, LS 0, 1, 0, ae O), (10) 


5 DD O MA O AA AA MS 


an (ap, ...s > 0, ....s 0, 1). 
Para obtener el primer vector, hacemos en el sistema (9) la sustitución 
Larra = 1, Xp 0, +...) Zn =0 


y lo resolvemos respecto de x,, ..., Tx. Las únicas soluciones que 
se obtienen aquí las denotamos pe Lis ««., Zi Para obtener el 
segundo vector, sustituimos en (9) 


Sarr= 0, Zayas = 1, Zrrs = 0, +... Tn =0 


y hallamos los números 2*, ..., zi, etc. Los vectores (10) cumplen 
las siguientes propiedades. 

1) El sistema de vectores (10) es linealmente independiente, ya 
que el rango de la matriz de estos vectores es igual al número de 
ellos, y = 1 — k. 

2) Cada uno de los vectores del sistema (10) es solución de (todas) 
las ecuaciones (1,), o sea, Ax = 0, 

3) Todas las soluciones posibles de la ecuación Ax = 0 tienen 
la forma 


A 2 + ... + Aa, 


donde Ay, . . ., An-4 £on números arbitrarios. 

Ordinariamente, estas tres conclusiones se suslituyen por la 
siguiento; 

La ecuación (1p) tiene n — k soluciones lineal mente independien- 
tes. 

Mediante unos razonamientos semejantes, leniendo en cuenta 
que rango A = rango A*. se demuestra que la ecuación A*z = 0 
también tiene n — k soluciones linealmente independientes. 

El teorema queda demostrado. 

TEOREMA 3. Si una de las ecuaciones homogéneas (1,) ó (17) 
tiene k soluciones linealmente independientes, entonces la otra también 
tiene k soluciones linealmente independientes, las imágenes L = 
= A (Ran) y L* = A* (Ra) del espacio R,, obtenidas mediante los 
operadores A y A*, son subespacios de dimensión n — k. 

DEMOSTRACIÓN. La primera tesis del teorema sobre la igualdad 
del número de soluciones linealmente independientes de las ecuaciones 
homogéneas (1,) y (1) representa el ¡teorema 2, y la segunda tesis, 
el lema 1, en virtud del cual la dimensión del subespacio £ es igual 
an — k, donde k es la dimensión del subespacio L' de los vectores 
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z que satisfacen la ecuación A*z = 0. De un modo similar, la dimen- 
sión de L* es igual n n — k, dondo k es la dimensión del subespacio 
formado por los vectores u que satisfacen la ecuación Au = 0, 
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Un operador Jineal 


ú 


Uy = Y ura (K=l,..., 2) (1) 


o, abreviadamento, 
y = Az (rER,, yElR,) (2) 


se llama avtoconjugado!), si es igual a su conjugado (4 = 4*), 
o sea, si 


Az=Atx. WeERa (3) 
en otras palabras, si la matriz A es simétrica: 
Gii=4n kk, 1=1.... (4) 


ivéase (3) y (3%) $ 21). Aqui se ha considerado que 4, y R, son 
reales (véase más adelante la nota 1). 
Para un operador auloconjugado se verifica la igualdad caracte- 
rística 
(1, Az) = (Ax, 2), Vx, 2 € Ii, 


(véase $ 21, (4)). Está claro que 
”n $" tr ” 


(z, Az) =2 Ta 2 Ay pY1 = pa AyiT Zi (0,1 =0 gx). (4) 


La expresión del último miembro en (4') se llama forma cuadrá- 
tica de n-ésimo order. Esta es una función continua del vector xr, 
o lo que es lo mismo, do las variables 2;, ..., Lp. 

Vamos a considerar esta función sobre el conjunto "S de vectores 
zx con la norma unidad (|x| =1). Este conjunto representa una 
esfera en R, de radio 1 con el centro en el punto 0, y por lo tanto, 
$ es un conjunto acotado. Además, es cerrado ?) puesto que si los 
puntos de una sucesión (wY) (v = 1, 2, ...) pertenecen a S (o sea, 


15 O hormítico Presa del Tr.). 

2) Vénso ol $ 8.12 dol libro de Yu. s. Bugrov, S. M. Nikolski «Cálculo dife- 
roncial e cora Editorial «Mir», 198%, o S. M. Nikolski «Curso de análisis 
matemático», t. 1, Ed. URMO, Bilbao, "1972, 


$ 22. Operador autoconjugado. Forma cuadrática 123 


lar] =1,v=1,2,...) y esta sucesión tiende hacia un punto 
PER, (2 =>, v > 00), entonces necesariamente 2 ES, o sea, 
¡2 |=1, yaquejt— | |]=||0|— (1 |<]22—0 > 
> 60, de donde |x* | = 1. 

Hallemos el valor máximo de la forma cuadrática (4) sobre la 
esfera S. Como la forma (4') es una función continua sobre un conjunto 
cerrado y acotado, su máximo sobre S se alcanza para un cierto 
vector 1! (| y! | = 1). Denotemos este máximo por 4;: 


dh = (Ar, a) > (Az, a), We: |z|=1. (5) 


Consideremos el subespacio L” ortogonal al vector x* es decir, el 
conjunto de todos los vectores e que son ortogonales a a*. Tomomos 
en £' un vector unitario cualquiera v” (| e? | = 1), El vector 


cos a) + sen ao 


dependo de a y su norma es igual a la unidad 


| cos art + sen av" | = (cos ae! + sen a-0”, cos a ml + 
+ sen a <= (cos? a + son? ay”? = 1. 
Sia = Deste vector se convierte en z*. Pero, entonces, la fonción 
y ta) = 14 (cos aa? + sen a- 0%), cos a-e* -|- sen aL 1) 


alcanza su máximo en el punto a =0 (y (0) = (Ax!, 2*)) y, en 
virtud de la condición necesaria de extremo, 


y" (0) =0. 
Calculemos esta derivada. Se tiene, 
y (a) = cost a (Ax!, a) + sen 2a (Ar!, 0%) + sen? a (4o”, 0%). 
Por consiguiente, 
Y (a) = —sen 2a (42, e!) + 2 cos a (Aa?, 0% + sen 2a (Ao”, o) 
y 
y (0) = 2 (Az*, v) =0. 


Hemos demostrado que ol vector 4w* es ortogonal a todos los 
vectores unitarios e E L' y. por consiguiente, también a todos los 
vectoros v EL”. Pero. entonces, Ax' difiere de 2* solamente en un 
factor (véase el corolario 1 al final del $ 20), o sea, 


Ar = Ax, 
donde 2 es un número. 


De la primera igualdad en (5), teniendo en cuenta que ja! ] = 1, 
se deduce que 


ha; = uo, a!) = de 
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Por lo tanto, hemos demostrado que el máximo de la forma cua- 
drática (4') sobre la esfera unidad | x | = 1 se alcanza en un punto z* 
tal que 

E pao (Az, 2) = (Ar, 2) = M. 
Xx -= 
Además, 
Ax? == ha, la! | = : YA 


Vemos que el vector no trivial (no nulo) 2* se transforma mediante 
el operador A en un vector AM a4*, que es colineal al mismo. 

Tal vector se llama vector propio del operador A, y el número 
ld, valor propio perteneciente a este vector. 

Ahora vamos a considerar el operador A sobre el subespacio R*, 
definido como el conjunto de los vectores + E R, que son ortogonales 
al vector 2? (anteriormente lo habíamos denotado por £'). R' es 
un subespacio (n — 1)-dimensional; en él hay bases ortonormales 
compuestas por n — 1 vectores. Nuestro objetivo consiste en hallar 
una tal base que, como veremos, está naturalmente relacionada con 
el operador A. 

Es importante subrayar que la imagen A (R*) del subespacio R* 
mediante el operador Á pertenece a R', ya que, si (2, 2*) = 0, 
enlonces, 


(Ax, a!) = (2, Ax!) = (2, Aa) =%h le, ) =0, 
o sca, Az ER”. 


Está claro que el operador A, en forma trivial, sigue siendo 
auloconjugado sobre R', ya que siendo válida la igualdad 


(Ax, y) = (x, Ay) 


para todos los vectores x, y € Ry, también es válida para todos los 
vectores z, y ER. 

Así pues, ahora consideramos el operador lineal autoconjugado A 
sobre el subespacio lineal R* de dimensión n — 1. Podemos aplicar 
a éste todos los razonamientos expuestos anteriormente y demostrar 
que existe en R' un vector unitario z* tal quel 


máx (Ax, 2)=(4x?, 2%=1<)h. 
Jane d ar =1 
lo, a1)0 (er, a)=0 


Hay que tener en cuenta que la esfera unidad S* en R* se define, 
evidentemente, como el conjunto de los vectores unitarios que son 
ortogonales a x*. Además, 


Aza? == ¿2? 


Ya hemos hallado un segundo vector propio del operador A, 
el vector a2?, y su valor propio correspondiente A), que, evidente- 
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mente, no es superior a A, (al reducirse el campo de aplicación del 
operador, el máximo sólo puede disminuir). Además, (u!, a?) =0. 

De un modo semejante se puede introducir el subespacio R* 
de dimensión n — 2, ortogonal a e y 2?, y demostrar que el opera- 
dor A transforma R* en R*; también se puede hallar un tercer vector 
unitario a* que sea ortogonal a x! y x* y tal que se verifique la igual- 
dad 

máx (Az, 2) =(Az?, 23)=4, 


lie, AL gr A al 
y la igualdad 
A? =P (1M<A <A). 
Continuando este proceso por inducción hasta obtener el n-ésimo 
vector 2”, obtendremos un sistema ortonormal de vectores 
EN (6) 


y un sistema de números reales 
Mas das . oss Ano (7) 
que cumplen Jas propiedades 


Axa? (kmd,,..,n), 6) 


AO 08 


Hemos obtenido un sistema completo de vectores propios del operador 
A y de valores propios pertenecientes a estos vectores. Como el 
sistema ortonormal (6) pertenece a R, y consta de n vectores, éste 
es una base en R, (véase $ 17). Por ello, un vector arbitrario x € A, 
admite un desarrollo por este sistema 


ro $ (e, ar, (9) 
A=1 


Entonces, el operador autoconjugado en cuestión A puede expresarse 
del modo siguiente: 


4r=4(D) (o, 2) 2)= Y (2, arr= Y) (e, 292. (10 


Queda demostrado el teorema: 

TEOREMA 1. A todo operador autoconjugado A en el espacio 
R,, le corresponde un sistema ortogonal de vectores x*, ..., w" (una 
base en Ry) y un sistema de números reales da, . . ., hn tales que Az, 
para cualquier x= E R,, se expresa como la suma (10). 
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La forma cuadrática (4%) se expresa, respectivamente, del modo 
siguiente: 


(1, Az)= (2 (e, ama, 2% (2, 2) at 3 Ap(2, ey. (4%) 


En la práctica, frecuentemente, se parto de una forma cuadrática 
n 


“ 
. 
2 2) Ay ¡T, Tp (Qy1 = A jp). (41) 


Para aplicar a ésta los resultados obtenidos, se puede definir en rela- 
ción con ella el operador linoal 

= Áx, 
determinado por las igualdades 


y=Q, 052, (ima Í, e... 0) 


En virtud de la condición a,; = 4 y, éste es un operador auto- 
conjugado y se le puede aplicar entonces el teorema 1. En términos 
de forma cuadrática, el teorema 1 puede enunciarse del modo siguiente: 


TroreMA 2. Sea dada una forma cuadrática (4') en un sistema 
de courdenadas n-dimensional (Ti, .... Zn) del espacio R, con los 


versores l,..., Pla= y z,i"). Entonces, existen un sistema rec- 
km 
tangular de coordenadas E, A con los versores zx, ¿e 


que forman una base ortogonal (x= X E,x*), y un sistema de 


números reales A, .... An tales que la fora cuadrática (4') en este 
sistema es la suma de los cuadrados de las coordenadas t Es del 
vector x=, multiplicados por los números %;¿, respectivamente: 


n n 
A 2 Ay TT = 2 El. (41) 
El cambio del primer miembro en (4') al segundo se realiza una 


vez conocidos los desarrollos de los vectores z!, ..., a* por los 
versores Pl, ..., 1". Supongamos que 


y =3 Py" 


(véase $ 17, (7), donde hay que sustituir Aj, y a* por By, y 2, respec- 
tivamente). Como il, ..., "ya, ..., zx” son bases ortonormales 
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en Ra. la matriz 
A =1|| By 1 


es ortogonal. Suponemos que ésta es conocida. Un mismo vector z 
puede desarrollarse en las dos bases: 


Pero, entonces, 
o , n ES Se n ; ) 
a? = Pt= 4 p* 
2,5 2 ue, Brei 2 92 Brebs) 


y, en virtud de la independencia lineal del sistema PP, ..., Y, 
obtenemos: 


ao BE, (se=l, ..., 2). (14) 


Por lo tanto, el cambio de Jas coordenadas Ex, . . ., En a las coorde- 
nadas %,, ..., 7, se efectúa mediante la matriz A” traspuesta a A 
(o sea, mediante las filas de la matriz A” o Jas columnas de la ma- 
triz A). 

Sustituyendo las expresiones (11) para z, en el primer miembro 
de (4”), obtenemos el segundo miembro. Escribamos esta igualdad 


A, as 
b a Pres 
E, E ua Bnis 2 Pus 


un >) A Bin 6 arB:1) Ex =2, AE =Z 2 TANTA 


0, Hi, 


qe es el símbolo de Kronecker. 


Igualando los coeficientes de EsE, en ambos miembros de esta 
igualdad, obtenemos las ignaldades: 


donde 6;,= 


2, Py (2 arBu) =81% (it, =1, ---, 1), 


que se pueden interpretar del modo siguiente (véase $ 15, (6)). Para 
la matriz 
A = lx ll (an: = 412) 


de un operador autoconjugado Á existe una matriz ortogonal 


A = Il Bro ll 
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tal que 


A-A «A? =U, (12) 
donde U es una matriz diagonal 
24 0 0.,.,.0 
e Pt (13 
¿PA 


(2; son números reales), denominada canónica, 
Señalemos que para una matriz ortogonal A, se tiene 


Al =»Al, 


Como los determinantes de las matrices ortogonales cumplen la 
igualdad JA] =| Ar? | = +1, de (12) se deduce que 
nu 
M4 = M1 =1A1-14]-1A74=141. (14) 
En particular, queda demostrado el siguiente teorema: 
TEOREMA 3. Siel determinante | A | de una matriz autoconjugada 
Á es distinto de cero (| A | +0), entonces, todos sus valores propios 
dar «+ ., An son distintos de cero (A, +0, j =1,..., n). 

Del teorema 2 se deduce que 

1) Silk =>... >0%, >0, entonces la forma cuadrática es posi- 
tiva para cualesquiera vectores ¿ +0, y por consiguiente, también 
para cualesquiera vectores » + 0. En este caso, ésta se llama estric- 
tamente positiva (definida positiva). 

25Si0>A4 >>... >, entonces la forma es negaliva 
para cualesquiera E +0, y por consiguiente, también para cuales- 
quiera 730. En este caso, ósta se llama estrictamente negativa 
(definida negativa). 

3) Sid>... >0%n y %n = 0, entouces la forma os no negativa. 
Existe una dirección (el eje E,). a lo largo del cual la forma es igual 
a cero. Esta es una forma positiva, pero no estrictamente. 

4 Silk =0>141>...>4,., entonces es una forma negativa, 

ero no estrictamente. 

5) Si A, >0, mientras que A, < 0, entonces la forma es inde- 
finida. Excluyendo el punto nulo, la forma es positiva a lo largo 
del eje E, y negativa a lo largo del eje $. 

Resulta que según sea la forma de Ja matriz || A || y según seaa 
los signos de algunos de los determinantes engendrados por ella, 
se puede averiguar si sus valores propios son todos positivos, todos 
negativos o entre ellos hay algunos positivos y otros negalivos. 
En esto consiste el teorema de Sylvester *). 


M J.J. Sylvester (1814—1897), matemático inglés. 
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Formemos la sucesión de los menores principales de la forma 
cuadrática (Az. Y): 


a . a 
ki q 24 ly dd 11 in 
l] ES Bi, - cd a a y. %+*..< n — 0 $9 0/1 .'%úe6b A 
21 22 
Uni * Uan 


Según el teorema do Sylvester, que no demostraremos aquí, se 
verifican las siguientes proposiciones: 

1. SiA,>0, 4¿>0,.... A, >0, entonces la forma es estric- 
tamente positiva (definida positiva) (caso 1)). 

2. Si A,<0, Ag >0, A4¿<0, ..., (—1)” A, >0, entoncos, 
la forma es estrictamente negativa (definida negativa) (caso 2)). 

3. Si A, >0, A¿>>0. .... 4,50, o bien, 

ALO, Ap 330, .. «. (—1P 44:30, 

pero existe un j tal que A, = 0, ontonces, la forma no es cstricta- 
mente dofinida. 

4. En todos los demás casos la forma cuadrática es indefinida. 

Nota 4. Si R, es el espacio complejo y €, = 4; son de nuevo 
números reales, entonces los razonamientos expuestos anteriormente 
varían muy poco. La fórmula (4%) se escribirá ahora así: 


nu n ” ”n 
e] -. 4 — 
0%, Az)= 2, La 2 Az = >) Y Apia T. 
mel =1 Rev l (=1 


El número (7, Ax) sigue siendo real, puos 


” n A n an 


n 
— — a ' ES o 
(e, Ar)=Y Y az = Y apa = Y Y 0, ¡7,1,=(, Az). 
h=1 f-=1 hi b=1 Rhx=i lei 


Esto mnestra que lodo lo expuesto anteriormento (las fórmulas 
(4) — (10)) sigue siendo válido y, en particular, los números %;, ... 
+ « ., Ay Son reales también en el caso de R, complejo. El teorema 1 


se conserva también para R, complejo. La fórmula (4”) tiene ahora 
la forma 


n 


(e, 42) =2, A, lx, 2*)1?, 


s= 


de modo que ahora ya hay que sustituir los números (x, x*) por los 
cnadrados de sus módulos. La fórmula (4”) tiene ahora la forma 


2 Y Aa = 2) 2, JE 1? 
—i [mid q 1 


y en lo demás, sigue siendo válido el teorema 2, 

Nota 2. Señalemos que la demostración de que Jos valores propios 
de un operador lineal autoconjugado (hermítico) A en RR, (real o com- 
90932 
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plejo) son reales se puede hacer del modo siguiente: Sea A un valor 
propio del operador A y sea 2* ([2% | =1) el vector propio corres- 
pondiente. Como Az* = la*, se tiene, 


m2 (2 2%) = (12%, 2%) = (Ag?, 2%) = (2%, Az?) = 
= (2% 12%) =2 (2%, 2%) = : 
Inmediatamente se demuestra también que los vectores propios 
del operador, pertenecientes a distintos valores propios, son orto- 


gonales, 
En efecto, 


Ax! = Art, Az? =14,* (2 | = 1, a? ] =1, A, y Ay), 
y, Por lo tanlo, 
Mm (2, 23) = (4,2, 23) = (Az!, 1% = (2, Ax?) = 
= (e, Ar”) = %a ke”, a?) = As la, z?. 
Ahora bien, como 4, 34 %g, $e tiene, 
(a*, a%) =0. 


$ 23. Forma cuadrática 
en el espacio bidimensional 


Para n =2 la forma cuadrática se escribe así: 


AT] + Qy9t,Ty $ 0gyT¿T + lar] = 0112] + 20,7,%p + Car. 11) 
ya que 41, = Gay. Suponemos que los números 4, son reales. 

Para reducir la forma (1) a la suma de los cuadrados de las coor- 
denadas del vector (E,, Es) en una base (2, 2%), hay que hallar 
(véase el $ 22) los vectores unitarios básicos w*, x*, que son los vec- 
a. propios del operador autoconjugado A, engendrado por la matriz 
simétrica 


411 Ci 
lay la 

Señalemos un método para hallar los valores propios y los vectores 
propios del operador A, distinto del método del $ 22, 


Así pues, si Ay es un valor propio del operador A y2%=(x/", 1") + 
+0 es el vector propio correspondiente, entonces 


AÁ= 


4x* = ¿yx*. 


Ñ 23. Forma cuadrática en el espacio bidimensional 131 


Escribamos esta ecuación en coordenadas: 
(211 — Ag) xj? + aro =0, 
AT, + (A22— Ap) 77" =0, 
o en forma de operadores 
(A—A E) 2"=0, (2) 
donde E es el operador idéntico. 
Por lo tanto, el sistema homogéneo (2) tiene solución uo nula zx", 


lo cual es posible si el determinante del sistema (2) ó (2) es igual 
a Cero: 


(2) 


a —%y o 


=|A—4,£| =0. 
Uy a —A | oEl 
En resumen, el valor propio A¿ es una raíz de la ecuación 


denominada ecuación característica del operador A (o de la forma 
cuadrática (Ax, x)). 

También es válido lo recíproco. Si Ay es una raíz de la ecuación (3), 
entonces toda solución no trivial del sisloma 


(A—ME)z=0 (5) 


es un vector propio del operador autoconjugado A. 
Por consiguiente, en el caso dado los valores propios del operador 
A son las raíces de la ecuación cuadrática (3): 


(41, — A) (432 — A) — aja = 0, 
2% — (811 + M2) A + €11%g0 — 0j2 = 0. 
Resolviendo esta ecuación, obtenemos: 
4 
a +V da, + (41102), | 


5 
=> [a,, + 47 —V 443, + (211 —a29)). si 


De aquí vemos que A, > %,, y además, A, = 4, Si y, = 0, 4, = Gay. 
Vamos a suponer, para precisar, que 4,,; > 42 (en caso contrario, 
cambiamos 2, Por T¿ y Z4 por 7,). Entonces, 


2,44: (A, a == 1V Tal + la — 22 — (41 —479)1>0. 


De (5) se deduce que los valores propios del operador autoconjugado 
A son números reales. 


ps 
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Ahora, una vez conocidos los valores propios 4, y As, hallamos 
los vectores unitarios propios como solución del sistema (4). Como 
[A —2 E | =0, se tiene, 


rango (A — A,£) < 1. 


Si A, = hs. Ja matriz A — A £ consta sólo de ceros (A, > Ay = 
= My = laa 12 = 0), O sen, su rango es igual a cero. En esto 
cazo la forma cundrática ya está reducida a la suma de cuadrados 
(41, = Qa, = 0). Cualquier vectorx = (x,, 2,) satisface el sistema (4) 
Por ello. se pueden tomar por vectores propios los vectores unitarios 
del sistema de coordenadas el = i = (Ll, 0), a? = j = (0, 1). Chal- 
quier olro sistema de vectores ortonormales (2*, x*) cumple la pro- 
piedad de que en oste sistema Ja forma cuadrática consta solamente 
de cuadrados. 

Abora bien. si 4, > Ag, entonces, o 4,30, o bien, 414 — 0, 
a, € Gas. El segundo caso se puede no estudiar, pues la forma (1) 
ya está reducida a la suma de cuadrados. 

Así pues, supongamos que a, 7 0. Entonces. 


rango (4 — 4,1) = 1. 
Por lo tanto. es suficiente considerar una ecuación del sistema (4): 
(2), — 41) x, + 412% = 0. 
De aquí resulta (0, 0), 
xy = U—a,, + AAsal 71 
El vector 
y'= EN a, 


es solución del sistema (4). Normalizaudo este veclor, obtenemos 
un vector propio 


ai = (ee ' ey") == 


Au == 14" ca h=e4 12 | 
Va+( e) Y sel 1H) 
Haciendo transformaciones elementales se pueden obtener las igual- 
dades 
a => Ti Y 1+(41— a) Y a+ (4,, —4293?, 
(NO ra SRT, (6) 
1 =x a V 1—(21,—ay/V 4a,,+(011— 79)”, 
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A continuación es suficiente tomar en las fórmulas (6) el signo +. 
Similarmente, dado el valor propio A,, podemos hallar el vector 
propio a, Kesulta que 


2=( 1", 2) =(—2P, 2), 


Formemos ahora la matriz del operador (de la transformación 
ortogonal) A que transforma los versores (i, j) en los versores (2*, a*): 
1> 1 
= € 


A= 
5 (15 21) 
E 


(en las filas figuran las coordenadas de las imágenes de los vectores 
unitarios básicos i, ¿ mediante A, o sea, 2 = 2bDi+xD7, a? = 
= —£Di + xj. Entonces, las coordenadas del vector (x,, 22) 
en el sistema (i, j) están relacionadas con las coordenadas 1E,, E4) 
de este vector en el sistema (4%, 4%) medianto Jas columnas de la 
matriz A: 


Ey avE, — "Eo, 


(7 
== E+rP E) ) 
Sustituyendo estos valores en la forma cuadrálica (1) y teniondo en 
cuenta las fórmulas (5) y (6), obtenemos: 


0112] + 20,92,%4 + 02% = AE + 4,5. (8) 


El segundo miembro de esta igualdad se lama forma canónica 
de la jorma cuadrática. 

Si los números 4, y 4, son de un mismo signo, entonces se dico 
que la forma cuadrática es de tipo elíptico; si 2, y Ag son de distinto 
signo se dice que es de tipo hiperbólico, y si uno de los números 
hy, 0 he 03 igual 4 cero, se dice que es do tipo parabólico. 

ln (5) se observa que AA, = Ayqs9 — Ala. Por esto, el Lipo 
de la forma (1) se puede delerminar según el signo de la exprosión 
411034 — Gia (del discriminante de la forma cuadrática). 

a forma cuadrática será de tipo elíptico. hiperbólico o parabólico 
según que la oxpresión a,,4, — 4ja (el discriminante) sea mayor, 
menor o igual a cero. 

EJÉMPLO 1. Reducir la forma cuadrática 


ye 
a—V 3x2 +22. 
a la forma canónica. 


En este caso, 4, =1, 414= e 8 ay = 2. COMO 4,:dy2 — Aj, = 


=2-3=3% >0, la forma es elíptica. Busquemos los voctoros 
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propios y sus valores propios según las fórmulas (5) y (6): 


Por otra parle, 


ds de 


En el sistema (r*, a?) la forma cuadrática on cuestión toma la 
forma 


Ahora bien, como => = + = (08 ( — 5) y PAR — = 
=s$sen (—5) , la transformación mediante la matriz 


38) «u 
F, — La 


qe q (im (2, an, 2=(—Er, xi) 
'Y 1 


representa una rotación del sistema (x,. 2,) un ángulo a = 1/3 
en torno del origen de coordenadas en sentido del movimiento de 
las agujas del reloj (véase el ejomplo 1 al final del $ 16). 


$ 24, Curva de segundo orden 


Supongamos que en el plano, respecto de un sistema rectangular 
de coordenadas (x, y), se ha dado una curva determinada implíci- 
tamente por una ecuación de segundo grado 


Azx* + 2Bxy + Cy? + 2Dzx + 2Ey + F =0, (1) 


donde A, B, C, D, E, F son unos números reales dados. Se supone 
que los números A, B, C no son simultáneamente iguales a cero, 
Esta curva se llama curva de segundo orden. En realidad, puede 
ocurrir que no haya puntos (z, y) con coordenadas reales que satis- 
fagan la ecuación (1). En este caso. se dico que la ecuación (1) deter- 
mina una curva imaginaria de segundo orden. Aquí no vamos a estu- 
diar este caso. La ecuación 


pr pl 


puede servir como ejemplo de ecuación de segundo grado que doter- 
mina una curva imaginaria. 
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Enunciemos los seis casos más importantes de la ecuación gene- 
cal (1): 
1) Ecuación de la elipse 


2 2 
F+A=1 (a>b>0) 
con los semiejes de longitudes a y b. En particular, si a = b, resulta 
la ecuación de la circunferencia 
ny 


de radio a y con el centro en el origen de coordenadas. 
2) Ecuación de la hipérbola 


F—i=l ((>b>0) 
con los semiejes a y b. 
3) Ecuación de la parábola 
y? =2px (p > 0). 
4) Ecuación de un par de rectas que se cortan 
dt—bty=0 (0<a, bd). 
5) Ecuación de un par de rectas paralelas o coincidentes 
a—a=0 (a >0). 
6) Ecuación que determina un punto 
a + y =0. 


Detengámonos brevemente en las curvas mencionadas. 
LA ELIPSE 


+ F=1 (0>5>0) (2) 


Si a = b la elipse (2) se convierte en una circunferencia de radio 
a con el centro en el origen de coordenadas, o sea, en el lugar geomé- 
trico de puntos cuyas distancias al origen son iguales a a. 

Sea a > b. Hagamos c = Va? — b?. Señalemos en el eje x los 
puntos Fx, F, de abscisas 1 = —c y 2 = C. Estos son los focos de la 
elipse. La elipse (2) se puede definir como el lugar geométrico de 
puntos cuyas sumas de distancias a los focos F, y /'y es una cantidad 
constante e igual a 2a. 

En efecto (fig. 36), 


ME,=VEFT FR, MF-=V (c+ y, 
la=V UFI Ve +, 
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de donde 
2 VEFPFRV ER 


aa y a Ver (a 4 y, 
4a+4cx=40 Y (2 yr, 
at + 2a*%z + xt =a? la? + 2c0x + e? + y?l, 
bm —a bi ay, 
ab? = bai y ar, 


de donde se deduce la ecuación (2). Efectuando estos cálenlos en 
orden inverso, obtendremos que, si e] punto (x. y) satisface la ecua- 
ción (2), entonces la suma de sus 
distancias hasta F, y F., esigual a 2a. 
Sustituyondo en la ecuación (2) 
Y por —z, ésta no varía. Esto muestra 
que la elipse (2) es nna curva simétrica 
respecto del eje y. Similarmente. la 
elipse (2) es simétrica respecto «del 
eje x. ya que su ecnación no varía nl 
sustituir y por —y. Pero, enlonces, es 
suficiente estudiar su ecuación en el 
Fig. 36 primer cuadrante del sistema de coor- 
denadas, O sea, para x. y>0. La 
parte de la elipse que está situada en el primer cuadrante se deler- 
mina por la ecuación 


y=Y Ba, 0<1i<a. 


De esta cenación vemos que la elipse considerada pasa por los pun- 
tos (0, b) y (a, 0). Además, su ordenada y decrece continuamente 
cuando x= crece continuamonte sobre el segmento (0. al. 

La elipse es una curva limitada. Está situada en ol interior de 
un circulo de radio a con el centro en el origen de coordenadas, pues, 
para las coordenadas (x, y) de cualquier punto de la elipse se verifica 
la desigualdad 


2 +y<a (= 4) =e?, 


En la fig. 36 se observa que la elipse es una curva cerrada con- 
tinua. En el primer cuadrante es nna curva convexa hacia arriba. 
En cualquiera de sus puntos se puede trazar la tangente?) Todas 


1) Véaso el $ 4,2 dol libro de Yu. S. Bugrov y S. M. Nikolski «Cálculo difo- 
rencial e integral», Editorial «Mir», 1984 o S. M. Nikolski «Curso de análisis 
matemático», t. 1, Ed. URMO, $S.A., Bilbao 1979. 
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estas propiedades y otras muchas pueden estudiarse con éxito por 
los métodos del análisis matemático que, a su vez, proporciona los 
medios para Ja definición exacta de los conceptos enunciados anterior- 
mente como continuidad, convexidad, etc. 

La ecuación de la elipse también puede escribirse en forma para- 
métrica 


r=acosÓ, 


A | (— 0 <0B< 00). (3) 


En efecto, 
+ =008* 0+senr0=1, 


o sea, el punto (x, y) determinado por las igualdades (3) pertenece 
a la elipse (2) para cualquicr 0, Si 0 recorre continuamente el semiin- 
tervalo [0, 21), entonces el punto 
le, y) recorre la elipse completa. 
Si 9 sigue creciendo, el movimien- 
to se repetirá continuamente, 


Averguemos el significado del pará- 
metro O y soñalemos de paso un método 
de construcción de la elipse (fig. 37), 
Tracemos dos circunferencias concéntricas 
de radios bya(b< e) con centros eu el 
punto O. Fracemos luego el radio vector 
qe forme nn ángulo Ú con el eje x, y 
denotemos por T y Ñ sus puntos de inter- 
sección con las circunferencias de radios h 
y a, respectivamente, Tracemos una recta 
desde el punto N, paralela al eje y, y 
otra recta desde el punto 7, paralela de os 
al ojo +. Ll punto de intersección M de Fig. 31 
estas rectas pertenece a la olipsc. En 
efecto, sen x la abscisa del punto M e y la ordenada. Enlonces (véase la fig. 37), 


x= ON .cos Ú = acos O, 
y = TR — OT-sen 0 = b sen 9, 


O sea, el punto M verdaderamente está situado en la elipse (5) y el parámetro 6 
vs el ángulo formado por el eje x y el rayo ON. Soñalemos que Y nv es el ángulo 


polar q que forma el radio vector OM con el eje 7 (tg q = 2 tg 0). Por ejemplo, 


si q=a4, 1.= V3 b= 1, entonces Y = 1/3; si q == O, entonces Y = 0; 
si q = 12, entonces U = 1,2. 
LA HIPÉRBOLA 
a 


F-L£=1 (0<a, b). (4 


a 


Hagamos e = Pa? Y d* y soñalemos en el ejo zx los puntos F, y Fa, 
los focos de la hipérbola (4). que tienen las abecisas x= —, 1 =C 
(fig. 38). 
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La hipérbola (4) puede definirse también como el Iungar geométrico 
de puntos A = (z, y) cuyas diferencias de distancias a los focos 
F, y F, es una cantidad constante e igual a 2a. 


Fig. 38 


Se tiene (véase la fig. 38), 

AF, —AF.=V ++ Y (10 *+y?=2a, 

VETFFR=V GF FP4 2, 

roy (2—c)34 y? 40 Y 204194402, 
4cxz—4at= a Y (1 c+ y, 

cx? — latex + alt= a? (a? — Lex + ct) + atye, 

(a? + 1%) a? = dx + ab + ay, 

Da? — aye atb?, 
de donde se deduce la ecuación (4). 


Hemos obtenido la rama derecha de la hipórbola (véase la fig. 38). 
Para obtener la rama izquierda hay que comenzar con la igualdad 


AF, — AF, = 2a. 


Mediante unos razonamientos efectuados en orden inverso, par- 
tiendo de la ecuación (4), se puede llegar a la conclusión de que los 
puntos (x, y) que satisfacen esta ecuación pertenecen al lugar geomé- 
trico anteriormente indicado. 

Por la fórma de la ecuación (4) sacamos la conclusión que la 
hipérbola (4) es simétrica con respecto al eje x y al eje y. La parte 
de la hipérbola que está situada en el primer cuadrante tiene la 
ecuación 


y=YH=22 (a<z< 00). (5) 
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Vemos que la hipérbola en cuestión pasa por el punto (a, 0) 
y la ordenada y crece y tiende al infinito cuando x crece en el semíin- 
tervalo la, 00), Los puntos B = (—a, 0) y C = (a, 0), en los que 
la hipérbola se corta con el eje zx, se llaman vértices de la hipérbola. 
En la fig. 38 están representadas dos rectas: 


D 
y=+i-—2. 


Estas son las asíntotas de la hipérbola en cuestión. 

Supongamos dada una curva y = f (x) en el semiintervalo la, 00) 
lo en (—oo, a)). Se dice que la recta y = mz + mn es la asíntota de 
esta curva cuando > +00 (1 > —o0), si 


lim [f(x) —mzx—n]=0 
+00 


( lím If (zx) — mx —n)] = 0, respectivamente). 
Consideremos la parte de la hipérbola determinada por la ignal- 
dad (5), y comparémosla con la rocta y =22. Se tiene. 


. bx b A * b a? 
lim | — —— Y 22—a*|= lím 7 =0. 
e a a V +0 a 24 Y 1*—a 


Esto muestra que la recta y = =z es la asíntota de la parte conside- 


rada de la rg a cuando zx — +00, Pero, entonces, se dice que 
esta recta es la asíntota (de toda ) la hipérbola cuando 1 —> +00. 
En virtud de la simetría de la hipérbola respecto de los ejes. así 


como la simetría del par de rectas y = + Ze respecto de los ejes, 
2 puede decir que ambas rectas son asíntotas de la hipérbola tanto 
cuando I-r +00 como cuando 1 -—> —o0. 


La rama derecha de la hipérbola (4) puede expresarse en la 
forma paramétrica 


=a ch u=>3 (ee), 
q - (—0 Xu < 00). (6) 
y=b sh u=-5 (e" —e””), 
En efecto. como 
ch? u — sh? u = 1, (m) 


de las ecuaciones (6), obtenemos 


2 3 
= —5=eh? u—sh? u=1. 
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La mitad superior de la rama derechn de la hipérbola corresponde 
a la variación de u € l0, 00). y la inferior, a la variación de u € 
€ (—o0o, 0). 


Veamos cómo está relacionado el parámetro u con el parámetro € en la 
ecuación paramétrica de la elipse, y señalemos de paso un método de construcción 
de la hipérbola mediante la regla y el compás. Como esto método de construeción 
de la hipévhola va a estar basado en el metodo de construcción de la elipse, ex- 
pondremos simultáneamente ambos 
mótodes (fig. 39, Nos Jimitaremos 
a la construcción de las partes de la 
elipse (2) y de la hipérbola (6) que 
están situadus en el primer cuadrante. 
Tracomos doscircunforencias concóntri- 
vas de radios « y b con centro en el 
origen de coordenadas. FPracemos tun 
rayon desdo ol origen de coordenadas 
que formo un augulo 9, con el eje z. 
sean 7, y N, los puntos de imtersec- 
ción de este rayo con las circunferentias 
señaladas (07, = b, ON, — a). Tra- 
zondo desde los puntos 7, y Y, dos 

Fig. 39 rectas paralelas u los ejes x 0 y, ruspec- 

. 3 tivamente, obtendremos el puuto de 

su intersección M, = (rg. Up) perte- 

necionte n la elipse (2). Tracemos ahora el rayu 0OM¿. Sea Ny el quito do 

intersección de este rayo con la circunferencia de radio «a, y sea P el punto de 

intersección de esto rayo con la recta paralela al eje y que pasa por el punto 
de la elipse A — (a, 0), La ecuación del rayo OP se puede escribir así: 


Ya 
Ea tz, 


De aquí se deduce que la ordenada del punto Y es igual a Y, = = , Unimios 


0 
ahora el punto £, == (4, (1) con el panto N, y tracemos por el punto A una recta 
paralela a B,Ne, que so cortará con e] rayo OP en el punto Q. Por la semejanza 
do los triángulus ODAQ y OB,N,, obtenemos que 04 = a%:z,. Con el radio 09 
soñalomos sobre el ejo x el punto E, = (atizo, DM. 

Tracemos ahora desde Jos puntos B, y P dos rectas paralelas a los ejus y y z, 
respcetivamente, El punto do intersocción de ostas rectas My =— (Xy. Ya), 
dondo X, = a%/zxy, pertenece a la hipórbola (4). 

En ofecto, como el punto (2), yo) está situado on la elipse (2), se tiene, 


xx TE e adyz _ ad y e 73 
ar $ = avr] xj0z =F (1-4 == 
o sea, el punto My portenece a la hipérbola (4). 
Señalomos que el punto B,= (a%z,, 0) es el punto de intersección de la 
tangente a la elipse en el punto M, con ol eje x (véase la lamada en la pág. 136). 
Así pues, a cada punto (r, y) de la elipse (2) lo corresponde un punto com- 


pletamento determinado (X, Y) do la hipérbola (4) y, recíprocamente, 
Ahora bien, si la elipse (2) viene dada en lorma paramétrica, entoncos 


zw acosÚ, y = bsend. 
Por lo tanto, 
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De uquí, teniondo en cuenta (0), obtonemos 


4 
chu=35 > sh u= tg 9. 
También son válidas las siguientes fórmulas: 
; A) _/ hu-1 a 
5 V mai? im 
i+senO _ 


1 -- 
eu=ch u sh == +g0= — 


(cos F+sen 7)" cos =, sen yy som (744) 


1 2 E 
== == = == ( + — 
«neb U É Ú A xn Ú 7 E y 
cos sen 7 cos — sen cos (F+ y) 
O Sud, 
0 
u—l tg (+3) ¿ 
LA PARÁBOLA 
y? = 2px (p > 0). (8) 
Señalemos en el eje x el punto F de abscisa x = p/2, denominado 
foco de la parábola (8). y tracemos la recta - = —p/2, denominada 


directriz de la parábola (8) (fig. 40). 


F 
>» a y E 
2 
Fig. 40 
La parábola puede definirse también como el lugar geométrico 


de puntos A = (z, y) equidistantes dol foco y de la directriz. En 
efecto (véase la fig. 40). 


Ar (a y, 
00 (eE), 
y, pur consiguiente, 
EJ tr (2+4) 
— px + y? = pz, 
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O sen, 
y? = 2px. 


Recíprocamente, de esta ecuación so deduce que Jos puntos que 
la satisfacen pertenecen al lugar geométrico de puntos indicado. 

En la ecuación (8) se observa que la parábola es simétrica respecto 
del eje x. Su mitad superior tiene la ecuación 


y=V 2px (0<< 00), (9) 


la cual muestra que, cuando z recorre el semistervalo [0. 00) cre- 
ciendo, la ordenada y crece de 0 a oo. 

Señalemos un método sencillo para Ja construcción de la parábo- 
la (9) mediante la regla y ol cartabón o mediante la regla y el com- 
pás. Tracemos la recta x= —2p 
(Sig. 41). "Tomemos sobre esta recla 
un punto arbitrario X= (—2p, y), 
y > 0. Unamos este punto con el ori- 
gen de coordenadas mediante una 
recía y tracemos una recta que pase 
por el origen de coordenadas y sea 
perpendicular a la recta OK. Tracemos 
ahora una recta por el punto A, para- 

Fig. 41 lela al eje x. Las dos últimas rectas 

se cortan en un punto M = (zx, y) que 

pertenece a la parábola (9), ya que OA = y es Ja media geométrica 
de los números 2p y x (y = V 2px). 

La parábola no tiene asíntolas ?). 

ÉL PAR DE RECTAS QUE SE CORTAN 


ax — by? = (ax — by) (az + by) =0 (0<a, b). (10) 


Si algún punto (x, y) satisface la ecuación (10), entonces satis- 
face una de Jas ecuaciones 


az—by=0, 
az + by =0 


o ambas. Recíprocamente, si un punto (x%, y) satisface una de las 

ecuaciones (10), entonces también satisface la ecuación (10). En . 

este sentido se dice que (10) es la ecuación de un par de rectas. 
Más adelante se demostrará quo existe un sistema rectangular 

de coordenadas tal que en el mismo, la curva (1), si no es imaginaria, 

tiené una de las ecuaciones mencionadas anteriormente 1) — 6). 
Más detalladamente: 


(10 


1) Véase el $ 4.20 del libro de Yu. S. Bugrov y S. M. Nikolski «Cálculo 
diforencial e integral», Editorial «Mir», 1984, o S. M. Nikolski ¿Curso de aná- 
lisis matemático», t. 1, Ed. URMO, S.A., Bilbao, 1979. 
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si AC — B* > 0la curva (1) es una elipse, un punto (casos 1), 6)) 
o una curva imaginaria; 

si AC — B*< 0 la curva (1) es una hipérbola o un par de rectas 
(distintas) que se cortan (casos 2). 4)); 

si AC — B?* =0, la curva (1) es una parábola, un par de rectas 
paralelas o coincidentes o una curva imaginaria (casos 3), 5)). 

Nos permitimos bablar de «curvas» incluso en los casos 4), 5), 6), 
cuando se trata de un par de rectas o de un conjunto compuesto por 
un punto. 

Así pues, sea dada la ecuación 


Aa? + 2Bxy + Cy? + 2Dx + 2Ey + F =0, (1) 
donde los coeficientes A, B, € no son simultáneamente iguales 
a cero. 

Sin restringir generalidad se puede suponer que 4 >0, A >C, 
B => 0. Siempre se puede conseguir esto mediante las transforma- 
ciones ortogonales 


t=N, e 
y=8. y=1 


y multiplicando ambos miembros de (1) por —1. 
SiBR =0, A=>C > 0, enlonces (1) se puede escribir en la forma 


ajos 2 oy b er E. 
La traslación paralela 
E=a+ E, n=y+4 
trasforma la ecuación (11) del modo siguiente: 
484 Cn= 4 GF. (11) 


Si F+F-F>0, entonces, la ecuación (11') representa la 
ecuación de una elipse (caso 1)) con los semiejes a, bh, siendo 


A A TE 


Señalemos que en el caso dado AC — B? = AC > 0. 

Si el segundo miembro de la ecuación (11”) es igual a cero, enton- 
ces obtenemos un punto (caso 6)). 

Si el segundo miembro de la ecuación (11”) es negativo, entonces 
resulta una curva imaginaria. 
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SiC=0,A>0, entonces (1) puede escribirse en la forma 
Dy2 pr 
A(z 4) +2Ey + F-L=0. (12) 


Sea E 0, entonces la traslación paralela 


D P p? 
E=I4+ A) MV YE — TAE 


transforma la ecuación (12) en la ecuación 
A$* + 2En =0, (12”) 


que (después de la sustitución, si fuese necesario, de y por —n) 
representa la ecuación de una parábola (caso 3)). 
. . LA . pr 

Si E = 0, entonces, según cual sea ol signo de A F, obleuemos 
un par do rectas paralelas p una curva imaginaria. Señalemos que 
aquí AC— B? = 0. 

Por otra parte, si C<0, A >0, entonces la ecuación (1) puede 
escribirse así: 


Dy? E y2 Es pa 

cuyo análisis se realiza igual que en el caso de la ecuación (11). 
La ecuación (13) representa una hipérbola o un par de rectas que 
se cortan (casos 2) y 4)). Señalomos que, en este caso, AC — B* = 
= AC<O0, 

El caso A=0. C<O0 se reduce a una ecuación del tipo (12). 

En resumen, si B =0 la ecuación (1) representa siempre uno 
de los casos particulares 1) — 6). 

Supongamos ahora que B >0. A >C. Entonces, como ya sahe- 
mos, (véaso el $ 23), existe una transformación ortogonal 


I=xE¿—y4n, 


14 
y=Y4 BE +2, a” 


donde 
1 A=C 


E AC 
VE 
que reduce la forma cuadrática 
Azx* + 2Bxy + Cy* 


a la forma canónica, 
Transformemos la ecuación (1) mediante (14): 
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á mb HANA DAEYUNOAA E MES ANA F=0, (15) 
onde 
2 =F 144 C0+V IBA OPA, 


1= 144 C—V IBA CH) 
Va > he. Ahh = AC — B”), Escribamos la ecuación (15) en la forma 
ME +A (ADA AED) ES (AE yD)n+F=0. (15) 


La ecuación (15”) es un caso particular de la ecuación (1) para 
B=0, que ya hemos estudiado. 

Por lo tanto, podemos decir quo, sil 

1) AC — B?* = dh, => 0, entonces la ecuación (1) representa una 
elipse, un punto o una curva imaginaria. En este caso se dice que 
la ecuación (1) pertenece al tipo elíptico; 

2) AC — B*= dh% < 0, entonces la ecuación (1) representa una 
hipérbola o un par de rectas que se cortan. En este caso se dice 
que la ecuación (1) pertenece al tipo hiperbálico; 

3) AC — B? = )¡%ho = 0, entonces la ecuación (1) representa una 
parábola, un par de rectas paralelas o una curva imaginaria. En 
este caso se dice que la ecuación (1) pertenece al tipo parabólico. 

Ejemplo 1. Estudiar cl carácter de la curva 

222413 2y+y2+ 204 2Y 3y + F=0, 
donde F es un número real arbitrario, 


En el caso dado A=2>C=1. B=12>0, AC—B*= 


= > > 0), o sea, la ecuación pertenece al tipo clíptico. Es fácil cal- 
cular (véase el ejemplo del $ 23) que 


=%, y=+> A=>, A+. 
Por lo tanto, mediante la transformación ortogonal 
=> (V 309), y=++V3m) 
la ecuación considerada se escribe en la forma 
AA VIE MIAV IEA V Bm) +F=0 
o bien, 


Fl V3) +7 (0+2= HF. 


Me 110-0952 
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Hagamos también una traslación paralela 


u=t+V3, 


vp=n-w+ 2, 
entonces, tendremos: 
734 =P. (16) 
Si L_ F > 0, entonces (16) será la ecuación de una elipse 


5 
con los semiejes a, b, donde 


a? =2 (16 — 5F)/25, b* =2 (16 — 5F)/5. 
Si E F = 0, entonces la ecuación (16) representa un punto. 


Si Z — F < 0, entoncos la ecuación (16) representa una curva ima- 
ginaria, 


$ 25. Superficie de segundo orden 
en el espacio tridimensional 


La ecuación 
q 3 
2 2, Ay ¡TT +2 2 Ajx, +B=0, (1) 


donde 44; = Q1, A, B son unas constantes dadas y x = (T,, L¿, 13) 
es un punto variable en Ry, determina por lo general un conjunto 
de puntos en Ry, denominado superficie dé segundo orden. Si la ecua- 
ción (1) no se satisface para ningún punto real x = (%,, Za, Za), 
entonces se dice que determina una superficie imaginaria, Estos 
casos no nos van a interesar. En algunos casos la ecuación (1) puede 
determinar un par de planos distintos o coincidentes o un punto 
único. Á tales conjuntos también los llamaremos superficies. 

Ho aquí Jos casos particulares más importantes de la ecuación (1): 

1) El elipsoide 

e 


y 2 
T+Hr+r=1 (a, db, c> 0). 
2) El hiperboloide de una hoja 


2 2 2 
E EF =1 (a, b,0>0), 
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3) El hiperboloide de dos hojas 


po yz 
+ poa! (a, b, e >0). 
4) El paraboloide eli ptico 
+ L=2 (p, 9>0). 


q 
5) El paraboloide hiperbólico 
Ea A, ¿00 
“p q 23 (p, q>0). 


6) El cono de segundo orden 


gt e pa 


+ 3 20 (a, b, ec >0) 
7) Un punto 
Pd+y4z2=0, 
8) Los cilindros de segundo orden: 
el cilindro elíptico 


Ed 
F+4=1 (a, b>0), 
el cilindro hiperbólico 
2 
Z—LEe=t (a, >0, 
el cilindro parabólico 
y e 2px (p > 0), 
un par de planos que se cortan 
Pi—byy=0 (a, b> 0), 
un par de planos paralelos o coincidentes 
ra—a=0 (a > 0), 
2 =0, 
una recta 
a +y =0. 
Al considerar los casos particulares de la ecuación (1) se ha hecho 
T= Li Y = Ta 2 Z3 
Se puede demostrar que para cada caso particular de la ecuación 
(1), si ésta no determina una superficie imaginaria, se puedo hallar 


un sistema rectangular de coordenadas en el que esta ecuación tiene 
una de Jas ocho formas enunciadas anteriormente. Esto se deduce 


10+ 
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de la teoría general del $ 22. La propia transformación de la ecua- 
ción (1) se realiza del mismo modo que en el $ 24. La búsqueda de los 
vacas propios Ay, ha, Ay se reduce a la resolución de una ecuación 
cúbica. 

Señalemos otro método para la búsqueda de los valores y vectores 
propios, que realmente ya lo habíamos visto en el $ 23 en el caso 
bidimensional. Los valores propios A,, Az, 4y del operador aulocon- 
jugado A y los vectores normalizados propios correspondientes 
a, a (a | =1, Al =),4,  =1, 2, 3) se pueden hallar 
del modo siguionte (véase más adelante la fundamentación). Se 
considera el determinante (a, = 4;n) 


ay —A 4 E 
D(M)=|A—AE|=| dy la—h da la 
la lg  a—A 


donde E es la matriz unidad. Hallamos las raíces A, Ag, As de la 
ecuación 
¡A —A£|=0, (2) 


denominada ecuación característica del operador A (D (Aj) = 0, j = 
= 1, 2, 3). Estos son los valores propios del operador A. Estos 
son reales, y pueden ser distintos, pero también pueden coincidir 
siendo entonces múltiples. Por lo tanto, 


D (0) = (1 — 2) (Ao — 2) Ms — 4). 


Después, para la raíz ), se busca una solución no trivial « = 
= (%;,, Ta, T¿) del sistema homogéneo de ecuaciones: 


(a, —%) 7, + QyaTa + aj37,=0, 
Ay, + (02 — A) 22 + 3323 =0, | (3) 

Ay T, + Ag Ta + (037 —h.,) 23 =0 
o sea, de la ecuación correspondiente para el operador A — AE: 
(A — AE) zx =0, (35 


donde E es la matriz unidad y x = (2,, Za, Za), O = (0, 0, 0) son 
vectores. 

Si A, es una raíz simple (o sea, que en este caso A es distinto 
do 4. y 43), entonces el rango de la matriz del sistema (3) necesaria- 
mente es igual a dos (rango (A — 41£) = 2), y se obtiene un vector 
al (2, 7", z3”), que es único salvo el signo, y que satisface 
el sistema (Ó, O sen, 


(4 —hE) x* =0 
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o bien 
Ax! = hz, 

Si 4, es una raíz de segundo orden (A, = A, 3£ 43), entonces, 
la matriz del sistema (3) necesariamente es de rango uno 
(rango (4 — 4,E£) = 1). y el sistema tiene entonces dos soluciones 
ortonormalizadas x* y 2% ([a'|=|a* | =1, (2, 2?) = 0), que 
son dos vectores propios pertenecientes al valor propio A, 


Ad =i0 ((=1,2 A =2). 


Finalmente. si A, es una raíz de tercer orden (%, == A, = Ay), 
entonces la matriz del sistema (3) necesariamente es de rango cero 
(rango (A — 4,£) = 0), y el sistema tiene tres soluciones ortonorma- 
lizadas «x*, a? a: 

Au == Aja (j = L, 2. D, My = ha = ha). 


"Tres vectores ortonormales cualesquiera en Rz pueden tomarse 
entonces como vectores propios +*, q*, q* pertenecientes a los valores 
propios A, = A, = Ay. 

Veamos la fundamentación de lo expuesto. Ya sabemos que 
en [iy existe un sistema de vectores ortonormales x'!, a?, q? y tres 
núseros reales A. Aa, Ay tales que 


Ari= ij (j=1, 2, 3). 


Además, siempre se puede señalar una matriz ortogonal A tal 
(véase $ 22) que 


de YD 
AAA“ = 0 ho 0 
0 0 », 


De aquí que, para la variable ) se verifica la identidad 
hy —A 0 0 
MA—AE) AM = O  Ai—A 0 (4) 
0 0  As—A 
(A (A — 1) A? = AAA — MEA? = AAA! — AAA! 
= AAA? — 1£). 
El determinante de la matriz A — A£ lo hemos denotado anterior- 


mente por D (A). Este, como se observa en (4), es igual al determi- 
nante de la matriz que figura en el último miembro en (4), pues 


MH MH hs) =]/| A (4 — AE) A+ | =] 
=|AA=MI|At|=]4—Z |=D (». 
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Por lo tanto, 
D (A) = la — A) ba — A) ha — A). 


Resulta, pues, que las raíces del polinomio D (4) coinciden con 
los valores propios A, Ag, As del operador A. Por consiguiente, estas 
raíces son reales. 

Sea A% una raíz simple y, por consiguiente, A% <A, % 7 Ay. 
En este caso, la matriz del segundo miembro en (4) para 1 = A% 
es de rango 2 (rango A (4 — AE) A? = 2); pero, entonces, rango 
(A — AE) = 2. Hay que tener en cuenta que las soluciones del 
sistema homogéneo (3) y las del sistema 


0-2 +0-22+0+23=0, 
0-z, ES (As — 41) Za + 0-2, =0, | 
0-2, +0-22 + (A — Ay) 5, =0, 


(5) 


correspondiente a la matriz (4), se transforman unas en otras mediante 
una matriz ortogonal (los sistemas (3) y (5) son equivalentes). Ahora 
bien, el sistema (5) sólo tiene una solución normalizada, salvo el 
signo (+1, 0, 0). Pero esto sólo es posible si rango (4 — A.£) =2, 

Se puede dar una explicación a esto. Si se supone que todos los 
determinantes de segundo orden engendrados por la matriz A — A £ 
son iguales a cero, entonces, todos los determinantes de segundo 
orden engendrados por la matriz A (4 — 4 £) A” también serán 
iguales a cero, ya que estos determinantes son combinaciones linea- 
les de determinantes de segundo orden de la matriz A — AE. Pero 
esto es imposible, ya que para un determinante engendrado por la 
matriz A(4 — A £) A”, se tiene 


da— hy 
A 


Por otra parte, si A, = A, 5 243, entonces, razonando de un 
modo similar, obtenemos que rango (4 — 4,E) =1, y» entonces 
existen exactamente dos soluciones ortonormales x*, x* del siste- 
ma (3) correspondientes a A, = 4. 

Finalmente, si 4, = Ay =* 4 Se tiene, rango (4 —2,£) = 0, 
o sea, que todos los elementos de Ja matriz A — 4,£ son A pea 
a cero. En este caso, cualquier vector 7 == (%,, La, Ts) es solución 
del sistema (3). Esto da lugar a que tres vectores arbitrarios a”, a*, «* 
que formen un sistema ortonormal serán vectores propios pertene- 
cientes al valor propio A = Ay = Az. 

Obsérveso que, en este caso, la forma cuadrática ya está redu- 
cida a la suma de cuadrados (01, = %5 = %qg =0, 411 = %9 = 
= ly = h) 
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sjyempLo 41. Reducir la forma cuadrática. 
a+ 2 + 22,2, + 22,23 + 22:23. 


a la forma canónica. 
Aquí 0,1 = aa = 017 = lyy = Ugg = 1, ly =0. 
Formemos la ecuación característica: 


i=4 1 1 
1 i-A2 1 |=0 
1 1 —A 


o bien, 
—1 (1-1 422 (11) +4=0, —4 (1 — 4)? + 34 = 0. 


Fácilmente se observa que A = 0 es una raíz de esta ecuación. 
Ballemos las otras dos raíces: 


3-(1—Y2=0, ((—2=3, 1--4=V3, 1=14V73. 
Así pues, 
A=14+V3, %4=0, MA=1-V3, 


o sea, ha resultado que A, > A, > %z. 
1 PA el vector propio qe “Para ello. formamos el siste- 
ma (3): 


—V3z,+ Ta + r=0 
.—V3z+ 2¿=0 
a+  zm—(14V3)2,=0 


Dos ecuaciones cualesquiera de este sistema son linealmente inde- 
pendientes. Resolviendo el sistema formado por las dos primeras 
ecuaciones, obtenemos 


14 V3 143 
ZE 


q-——%h =- 


Por lo tanto, el vector 


4 143 
yo (A, A da, 29) 
es una solución del sistema y, normalizándolo, obtenemos el vector 
propio 


ra PUE SN 775): 


y 
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Busquemos ahora x* (4, = 0): 

Tí; + Lao + ly = 0 

LI +iri+ t3=0 

ti + £, a O-x3 = 0. 


Resolviendo el sistema formado por las dos ecuaciones últimas 
(pues el determinante de los coeficientes de zz y T¿ 0S distinto de 


cero), obtenemos, 2, = —Z;, Lg =0. 
El vector y? = (2,, —%,. 0) es solución del sistema, y el vector 
A —— a ) 
E ra” 


es un vector propio unitario. Fácilmente se comprueba que éste 

es ortogonal a x* (el producto escalar de estos vectores es igual a cero). 

Finalmente, para %¿ = 1 — V3 hallamos el tercer vector propio 

(777 a e 7) 

Ve+2y3” Verar3” Ve+2/3) 

La matriz ortogonal de cambio de las coordenadas del vector 

x= (£,, Ze, 2) en el sistema (i, j, k) a las coordenadas del vector 
x= (En En Es) en el sistema (e, a*, a*), tieno la forma 


(1) 


«0 c» 
2, Ty 


TL; 


(1) 


(2) Ls 


A= Fo Ea 
tad > ar 
(A]|=14, A“ (8) =21, A“ ($) =2*, A-7l (k) = 2”), 
o sea, 
A 
=P EL +2 Es Es, (6) 
a+ E m7 Es. 
La transformación dada conserva la orientación (ya que | A | = 
= 1 >0), o sea, el sistema (2!, x*, a*) tiene la misma orientación 
que el sistema inicial (i, 7, k). 


Sustituyendo z,, en la forma cuadrática en cuestión, por sus 
valores según las fórmulas (6), obtenemos su forma canónica 


A+ VDE SV 3 E. 


Detengámonos ahora solamente en el estudio más detallado de 
las ecuaciones y de las superficies que éstas representan para los 
ocho tipos indicados anteriormente. 
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Ez ELIPSOIDE 


2 2 a 
F+tF+iF-1 (ab, c>0). (7) 


Sia =b=ec, el elipsoide (7) se convierte en una esfera de radio 
a con el centro en el origen de coordenadas, o sea, en el lugar geomé- 
trico de puntos enyas distancias al 
origen de coordenadas son iguales a a 

Las magnitudes a, b, e se llaman 
semiejes del elipsoide. 

Si en la ecuación (7) sustituímos 
(simultáneamente o por separado) 
Z por —2, y por —y,z por —2, enton- 
ces la ecuación no varía, lo que muos- 
tra que el elipsoide (7) es una supor- 
ficio simélrica respocto de los planos 
coordenados 1=0,y=0,2=0 y Fig. 42 
respecto del origen de coordenadas. 

Por esto, es suficiente estudiar Ja ecuación dol elipsoide (7) en el 
primer octanle del sistema de coordenadas, o sea, para z >0, 
y>0, 20. La parte del elipsoide que está situada en el primer 
octante se determina por la ecuación explícita, por ejemplo, 

SÓ E 2 z 
Y 1-F—t. 20, y>0, SF +4<1 
Para precisar, vamos a suponer que a=b =c. 

El elipsoide es una superficie limitada. Está situado en el interior 
de una bola de radio «a con el centro en el origen de coordenadas, 
ya que para las coordenadas de cualquier punto del elipsoide (xr. y, 2) 
so verifica la desigualdad 


ok 
” 


A 


c 
Para tener una idea más exacta del elipsoide, consideremos las 
secciones de éste por planos paralelos a los planos courdenados. 
Por ejemplo, cortando el elipsoide por los planos z = h (—c < h < c) 
obtenemos en las secciones las elipses 


Y y h* 
PEA NE 


[pu +, yy 1, 


Vemos que la elipse más grande se obtiene en la sección del elip- 
soide por el plano z = 0. Lo mismo ocurre en la sección por los planos 
=h(—a<h<a), y =k»k(-b<»hS<Db). 

El elipsoide (7) tiene la forma representada en la fig. 42. 
180952 


de semiejos 
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Los puntos (+44. 0, 0), (0 +=b, 0), (0, 0, +c) están situados 
en el elipsoide (7) y se llaman vértices. 

Si algún par de semiejes son iguales entre sí, entonces (7) es un 
elipsoide de revolución, o sea, se obtiene por la rotación de la elipse 
en torno del eje coordenado correspondiente. 

EL HIPERBOLOIDE DE UNA HOJA 


HF + EG m1 (e, b, c>0). (8) 


Observando la ecuación (8) sacamos la conclusión de que el hiper- 
boloide de una hoja es una superficie simétrica respecto de los planos 
coordenados y respecto del origen de coordenadas. Los números a, b, c 
se llaman semiejes del hiperboloide de una hoja. Los puntos (+4, 0, 0), 
(0, +=b, 0), situados en la superficie (8), se llaman vértices del hiper- 


boloide de una hoja. 
Hagamos una sección de la superficie (8) por el plano z =h, 
entonces. en Ja sección obtendremos una elipse 


3 pl 
Ft 
con los semiejes 
SE A 
ay l+=». BY 1+-=. 


Al variar h desde —oo hasta -+oo esta elipse forma la superficie (5). 
Si ahora hacemos una sección de la superficie (8) por el plano 
z =h(o0 y =h). obtenemos en la sección la hipérbola 


Si h = za, la primera hipérbola se descompone en dos rectas y = 
= +ts. 
Si |k | <a, entonces, el eje real de simetría de la hipérbola 


correspondiente es una recta paralela al eje Oy, y si |]k | > 4, es 


uba recta paralela al eje Oz. 
Se llama eje real de simetría de la hipérbola al eje de simetría que 


se corta por la hipérbola. 
Si a = b, entonces, en la sección de la superficie (8) por el plano 


2=h resulta una circunferencia de radio a Y 12 (a*/c?). En este caso, 
la superficie (8) se forma por la rotación de la hipérbola = — %=- 1 


en torno del eje Oz. La forma general del hiperboloide de una hoja 
está representada en la fig. 43. 
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EL HIPERBOLOIDE DE DOS HOJAS 
1 2 2 
F—+-+-=1 (a, b,c>0). (9) 
Como la ecuación (9) sólo contiene cuadrados de las variables, 


la superficie en cuestión es simétrica respecto de los planos z = 0, 
y=0,2=0 y respecto del origen de coordenadas. 


Fig. 44 


Escribamos también la ecuación (9) en la forma 
2 2 at 
FF 14 (9) 


De aquí queda claro que vortando la superficie (9') por el plano z = 
=h(|h [| >a), resulta en la intersceción una elipse 


2 2 p2 
Pi 4 


con los semiejes 
BV (Aa —1, eV (ja) —1. 


Si |h|< 4, entonces (h?/a*) — 1 < 0, por lo cual, no hay puntos 
de intersección de la superficie (9'”) con el plano z= h. 
En la sección de la superficie (9) por el plano 2 = h (o y = A), 
obtenemos la hipérbola 
22 y h2 pe a An 
Tota (F-F=t+x). 


Los puntos (=t-a, O, 0) están situados en la superficie (9) y se 
llaman vértices del hiperboloide de dos hojas. La superficie 0) viene 
representada en la fig. 44. 
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EL PARABOLOIDE ELfPTICO 
ee y 
—+L=2% (p, 9>0). (10) 


Como en (10) figuran los cuadrados de las variables x e y, la super- 
ficie dada es simétrica respecto de los planos coordenados x = 0, 
y = 0. Por otra parte, como se considera que p, q >0, la superfi- 
cie (10) está situada en el semiespacio z 0. 

Cortando la superficie (10) por los planos z = h (h = 0), obten- 
dremos en las secciones elipses 


EME MA 
p + q 2% 
de semiejes 
V 2ph, V 2qh. 


Al as h desde cero hasta oo las elipses dadas forman la superfi- 
cie (10). 
ortando la superficie (10) por los planos - = h (o y = %), obte- 
nemos en las secciones parábolas 
ha 


y9=2 (2-37) (2 = 2p (:-)) 


con y vértices desplazados en los puntos con las z-coordenadas 
li 


2=37 (2-37). 

Si p=4q, la superficie (10) resulta una superficie de revolu- 
ción, que se obtiene por la rotación do la parábola x? = 2pz, en torno 
del eje Oz. En este caso, la superficie (10) se llama paraboloide de 
revolución. 

El punto (0, 0, 0) está situado en la superficie (10) y se llama 
vértice del paraboloide elíptico. El paraboloide elíptico está represen- 
tado en la fig. 45. 

EL PARABOLOIDE HIPERBÓLICO 


a 
Lair (p, 9>0). (14) 


A base de la ecuación (11) sacamos la conclusión de que la super- 
ficio dadá es simétrica respecto de los planos coordenados z = 0, 
y = 0, Cortando la superficie (11) por los planos z = h, obtendremos 
en las secciones las hipérbolas 


ELE 
po q 


además, para h > Oel eje real de simetría de cada hipérbola es para- 
lelo al eje Oz y para h <:0 es paralelo al eje Oy. Para h = O, en la 
sección resultan dos rectas que se cortan. 
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En las secciones de la superficie (11) por los planos z =hoy =h 
obtenomos parábolas, cuyas ramas están dirigidas hacia abajo o hacia 
arriba, respectivamente: 

p pa 
GAR A E 


El paraboloide hiperbólico está representado en la fig. 46. 


EL CONO DE SEGUNDO ORDEN 


y 


Frth—F=0 (a, b,c>0). (12) 


Está claro que esta superficio es simétrica respecto de los planos 
coordenados r =0, y =0, z = 0 y respecto del origen de coor- 
denadas. 

En las secciones de la superficie (12) por los planos z = Áh, se 
obtienen elipses 


de semiejes a |h lc, b|A lle. 
En las secciones de la superficie (12) por los planos x =hoy =h, 
resultan hipérbolas 


¿3 po y a nn 
-khesr (rw) 


Si ahora hacemos cortes de la superficie (12) por los planos 
y = hz, entonces, en las secciones obtenemos pares de rectas que se 
cortan 


¿= cx V (110-312, 


La forma del cono viene representada en la fig. 47. 
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EL PUNTO 


eye =0, (13) 


A la ecuación (13) sólo la satisface el punto z = y = z = 0. 
Los CILINDROS DE SEGUNDO ORDEN 
a) EL CILINDRO ELfPTICO 


F+h=1 (e, b>0). (14) 


La ecuación (14) no contiene la variable z. En el plano 204 
la ecuación (14) determina una elipse con los semiejes a y b. Si 
el punto (z, y) está situado en esta elipse, entonces, para cualquier z 


Fip. 47 Fig. 48 


el punto (z, y, 2) está situado en la superficie (14). El conjunto 
de tales puntos es la superficie engendrada por una recta paralela 
al eje Oz y que corta a la elipse 


E y? 
++ =1 


en el plano z0y. 

La elipse (14) se llama directriz de la superficie dada y todas 
las rectas en movimiento que engendran la superficie, se llaman 
generatrices. : 

En general, una superficie engendrada por una recta que per- 
manece paralela a una dirección dada y que corta a una curva dada £, 
se llama superficie cilíndrica. La suporficie (14) está representada 
en la fig. 48. 

b) Los CILINDROS HIPERBOLICO Y PARABÓLICO 

gi 


F— F=-1 (a, b>0), (15) 
yi=2px (p>0). (16) 


» 
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En estos casos. las directrices de las superficies son una hipér- 
bola y una parábola. y las generatrices son rectas paralelas al oje 
Oz y que pasan por la hipérbola o por la parábola en el plano 20y. 
Las superlicios (15) y (16) están representadas en las figs. 49 y 50, 


Fig. 49 Fig. 50 
ce) PLANOS PARALELOS Y PLANOS QUE SE CORTAN. llkura 
de —iy9=0 (a, b>0), (17) 
ai—at=0 (e >0), (18) 
*=0, (19) 
+y=0, (20) 


Para la superficie (17) las directrices son las rectas 
y= 71. 


Por tanto, la superficie (17) es un par de planos que se cortan. 

En ninguna de las ecuaciones de las superficies (18) y (19) figuran 
dos coordenadas. La ecuación (18) representa en el plano x0y un 
par de rectas x= -4. 

Tomando x= +a y cualesquiera y. z, los puntos (-+a, Y, 2) 
satisfacen la ecuación (18); por lo tanto, (18) representa un par de 
rectas paralelas, 

La ecuación (19) representa el plano zOy, ya que satisfacen esta 
ecuación todos los puntos de la forma (z, y. 0) y todo el conjunto de 
talos puntos forma el plano x0y. 

También se puede considerar z = 0 como la directriz de cual- 
quiera de los planos x0z ó yOz, y las generatricos son las rectas 
paralolas al eje Oy o al eje Ox y que pasan por la rocta z = O en el 
plano 10z 6 yOz. 

A la ecuación (20) la satisface cualquier punto con  =y=0 
y z arbitrario. Por lo tanto. (20) representa una recta ; precisamente 
el eje Oz. 

SUPERFICIES REGLADAS 

Algunas superficies de segundo orden están formadas por una 
recta en movimiento. Tales son todas las superficies cilíndricas 
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y el cono de segundo orden, Pero también hay otras superficies que 
se forman por cl movimiento de una recta. 

La superficie que se forma por una recta en movimiento, se llama 
superficie reglada, y las rectas que están situadas totalmente sobre 
la superficie, se llaman generatrices rectilíneas. 

El hiperboloide de una hoja y el paraboloide hiperbólico son 
superficies regladas. 

La ecuación (8) del hiperboJoide de una hoja puedo escribirse en 
la forma 


A E 


o bien, descomponiendo ambos miembros en facloros, así: 
AE ABN 
Consideremos el sistema de ecuaciones de primer grado 
prima t)] 


x z 1 Y 
pl Eh 
donde k es un parámetro arbitrario. 
Para un valor determinado del parámetro k resulta una recta, 
y para k variable se obtiene una familia de rectas. Multiplicando 
miembro a miembro las ecuaciones (22), se obtiene la ecuación (21) 
de la superficie en cuestión. Por lo tanto, cualquier punto (x, Y, 2) 
que satisfaga el sistema (22) estará situado en la superficie (21). 
Por consiguiente, cada una de las rectas de la 
familia (22) está situada completamente en la 
superficie del hiperboloide de una hoja. 
De un modo similar, el sistema 


(22) 


(23) 


/ Y K Ñ Spot l cos pa Aeon a, Sita (2) 
IRA XFIRS una familia de rectas distinta de la familia 
DARAS y que pertenece a la superficie (21), 
Por cada punto del hiperboloide (21) pasa 
Fig. 51 una sola recta de cada una de las familias y, 
por lo general, correspondientes a distintos 
valores de los parámetros k y 1 (fig. 51). Por ejemplo, por el punto 


y a, Y», c) de la superficie (21) pasa una recta de la fami- 
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lia (22) para k = (2 + Y 6112 + V 2) y una recta de la familia (23) 
para ! = (2 + Y 0/2 — V 2). 

Señalemos que los hiperboloides de una hoja encontraron aplica- 
ción en las técnicas de la construcción. La construcción de distintas 
torres altas mediante la aplicación de las generatrices rectilíneas 
del hiperboloide de una hoja permite conjugar la gran resistencia 
de la construcción con la sencillez de su edificación. La idea de 
emplear el hiperboloide de una hoja en la construcción pertenece 
a nuestro compatriota, el ingeniero V. G. Shújov (1853-1939). 
La torre de televisión situada en la calle Shabolovka de la ciudad 
de Moscú ha sido construida según el proyecto de Shújov; ésta consta 
de varias secciones de hiperboloidos de una hoja de revolución. 

Fácilmente se comprueba que las dos familias do rectas 


Ss + =2ke. 
Pp q 
z Fo a (24) 
Vo E E 
p j (25) 
= — — =2lz 
V p Lg 


forman la superficie del paraboide hiperbólico (11). 

Las rectas correspondientes a las familias (24) y (25) están situa- 
das en esta superficie y, recíprocamente, cualquier punto de esta 
superficie es la intersección de alguna recta «de la familia (24) con 
alguna recta de la familia (20). 


S 26, Teoría general de la superficie 
de segundo orden en el espacio 
tridimensional 


Sea dada una superficie de segundo orden 
í 3 3 
E A Ay E, +2 2 Aj + B=0, (1) 
donde 4,, = 4 ix, Aj, B son unas constantes, los coeficientes de la 
ecuación, 
En el $ 25 se mencionaron ocho tipos 1) — 8) (casos particulares) 
de la ecuación (1) y se señaló la posibilidad de demostrar que, para 
cada una de las ecuaciones (1), siempro que no determine una super- 


162 $ 20. Tooría gen. de superí, de segundo orden 


ficio imaginaria, se puede hallar un sistema rectangular de coorde- 
nadas en el que la ecuación tenga la forma de uno de los tipos indi- 
cados. 

A continuación hacemos la demostración de esta proposición. 

Empezamos por considerar la forma cuadrática que figura en el 
primer miembro de la ecuación (1). 

En virtud del teorema 2 $ 22, mediante una transformación 
ortogonal adecuada 


3 
12 Pit (i=1, 2, 3) (2) 


esta forma se puede reducir a la forma: 


mM 
1r4Yo 


LE MT AE 4 At Agos”, 
dondo 2;, Ag, Ay son unos números roales determinados. 
Subrayemos que las fórmulas (2) determinan una transformación 
del sistema rectangular inicial de coordenadas (%,, Z:, Ta) en otro 
sistema rectangular (z; x;, zx). Un punto que en el sistema inicial 
tenía las coordenadas (%,, Zo, 24), tendrá en cl nuevo sistema las 
coordenadas (2;. xí, 2/), que se oblienen invirtiendo las fórmulas (2). 
Evidentemente, en el nuevo sistema de coordenadas la superficie 
en cuestión tiene Ja ocuación 


3 
AT A hr + 2 y) Aimi+8B=0, (3) 


donde A; son unas constantes. 

Consideremos primero el caso en que los tres números A;, Aa, Ag 
son distintos de cero (M0, ¿ =1, 2, 3). 

En oste caso, hacemos una traslación dol sistema de coordenadas 
x;. z;, zx; de tal modo que el origen se traslado a) punto (4,. 4y, 45); 
entonces obtendremos un segundo sistema rectangular de coordena- 
das (E, 52, 59). donde 


=a4+É- ((=1, 2, 3). 


En este sistema la ecuación de la superficie en cuestión tiene 
la forma 


3 
ha (a, +EJ+ Ala, HE? telas Et 2 Y) dilo + E) +80 


o bien 


3 
AE 20 El + 4958342 » (a+ AE B,=0, 
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donde B, es una constante. Haciendo 
=—E ([=1, 2. 3), 
esta ecuación se simplifica: 
AE +25 +45 => —B;- (4) 


Supongamos que los números 4;, Az, Ay son del mismo signo. 

Si, en este caso, B, = 0, entonces, a la ecuación (4) la satisface 
un punto único, el punto nulo (0, O, 0) (véase 7) $ 25). 

Si B,30 y tiene el mismo signo que los números 24;,, As, Az, 
entonces, evidentemente, no hay puntos con coordenadas reales que 
satisfagan la ecuación (4). En este caso, la superficie (1) os imaginaria. 

Si B, +0, pero tiene el signo contrario al de Jos números ?.,, Az, 
hy, entonces la ecuación (4) puede escribirso en la forma 


+ LA =1 (5) 


en la forma 
EL E q 8 =1 (a, b c>0) 
a? b e A > 


Por lo tanto, la superficie (1) es un elipsoide (véase 1) $ 25). 

Supongamos ahora que dos de Jos números 4,, %z, As tienen un 
signo, mientras que el tercero tiene el signo contrario. 

Sí, en este caso, B, = 0, entonces se puede considerar que en 
la ecuación (4), 4, >0, 4¿>0, 4 < 0, pues, si fuese necesario 
multiplicaríamos (4) por —1 y permutaríamos los E,. Entonces, 
haciendo 

=> M=+0 h=-—-+ (a, b, c>0), 


obtenemos la ecuación del cono (véase 6) $ 25) 


LS aq 
++ 40. 


Si B, 40, aplicamos de nuevo la fórmula (5). Seleccionemos dos 
casos esencialmente distintos: 


A A (hiperboloide de una hoja 2) del $ 25), y 


Zi A 4 (hiperboloide de dos hojas 3) del $ 25). 


164 $ 26, Teoría gen. de superí, de segundo orden 


Los demás casos se reducen a éstos mediante un cambio respec- 
tivo de las coordenadas Ej. 

Supongamos ahora que Á = A 4,1, == 0. Entonces, al menos uno 
de los númoros %,, Ay, Ay es igual a cero. Consideraremos que 4, = 0, 
permutando si fuese necesario los E,. 

Así pues, supongamos que A, = O. Examinemos primero el caso 
on que A¿=0. Entonces, la ecuación (3) tiene la forma 


MES + Ao + 2 (4/2 + Aj3) +B=0, 


donde Jos números Ai, %a, A;, Az, B son arbitrarios. 

En ol plano (x;, 7,) ésta es la ecuación general de una curva de 
segundo ordon. En el espacio (%;, ta, 29) es la ecuación de una super- 
ficie cilíndrica que pasa por la curva plana de segundo orden con geno- 
ralriz paralela al eje x; (véase 8) $ 25). 

A continuación siempre vamos a suponer que 4; +0 y A4¿ =0, 
y entonces la ecuación (3) tiene la forma 

(Mal + 24:23) + (Mz + 24:20) + 244 B=0. (3) 

Son esencialmente distintos los casos siguientes: a) A1, 42 > 0; 
b) AH >0, 44 <0; c) 24, >0, h¿ =0. Los otros casos reducen 
a éstos mediante un cambio de coordenadas o multiplicando por —1. 

Consideremos el caso a) 41, Ag > 0. Saquemos fuera de paréntesis 
los factores A, y As y completemos cuadrados en las expresiones entre 
paréntesis. Entonces, teniendo en cuenta que A,, Ay, Az son distintos 
de cero, oblenemos: 


dh + 0 + de (xi + PP + 24; (2, + y) = O, 
donde a, fP, y son ciertos números. Haciendo 
=%4+0 N=%+P ¿=2%+Y 
obtenemos 
ME? + hen? = —24;É 
o bien 
—BG + (6) 
=] == 
Si —A¿> 0, entonces la ecuación (6) tiene la forma 


a 
4 E=2 (Pp. 4>0) (7) 
(paraboloide elíptico 4) del $ 25). 


Si —A¿ > 0, entonces, sustituyendo £ por —£, de nuevo obtene- 
mos una ecuación de la forma (7), o sea, un paraboloide elíptico. 
Examinemos ahora el caso b) 4, >0, 4¿ < 0 (4; % 0). Consi- 


deremos la ecuación (6). Si 4; < 0, entonces esta ecuación se escribe 
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en la forma 
a 
E£-L=% (p,9>0, ($) 


(paraboloide hiperbólico 5) del $ 25). 
Si A; > 0, entonces, después de permutar E y y, de nuevo obte- 
nemos una ecuación de la forma (8), o sea, un paraboloide hiperbólico, 
Consideremos ahora el caso c) 4, > 0, Ay = 0 (4; 3 0). Enton- 
ces, la ecuación (3”) se reduce a la siguiente: 
(2,7, +24,2,) + 2(4;2, + Az2,) + B=0. 


Sacando fuera del primer paréntesis A, y completando el cuadrado 
en el mismo (teniendo en cuenta que 4,, A; 5 0), obtenemos: 
2, (7, +0) 424,7, +24; (2, 4 P) =0, 
donde a, $ son ciertos números. Después de hacer la sustitución 
E=2Z,4+0, n=%, [=2%+P, 

esta ecuación se reduce a la siguiente: 
AE +2(4n + Ajo) =0 (9) 


Consideremos en el plano (n, £) el vector w = (A;, Az). Escribá- 
moslo en la forma 


(As, Aj) =p (cos ua, sen a), 


donde p >> O es la longitud de w, y (cos a, sen a) es el vector unitario 
que lleva la dirección de «w. El vector (sen «a, —cos a) también 
es unitario y es perpendicular al primero. 

Consideremos en el plano (n, £) la transformación ortogonal 


u == yc080 + sena, v=0"8ysena — Ecos a. 


Esta transformación cambia el sistema rectangular de coordenadas 
(m. £) por el sistema rectangular de coordenadas (u, v), y el sistema 
rectangular de coordenadas (E, y. ¡Me sustituye por el sistema 
rectangular de coordenadas (E, u, v). Como resultado, la ecuación (9), 
que puede escribirse así 

ME? + 2p (n cos a + E sen a) = 0, 
toma la forma siguiente: 

ME" + 2pu = 0, 

o bien, cambiando u por —u, 


E? = 2pu  (p = p/k > 0), 
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o bien, finalmente, permutando É y u, 
ul =2pkE (p > 0). 


o sea, hemos obtenido la ecuación de un cilindro parabólico (en las 
coordenadas rectangulares (E, u, v)). 

Quedan estudiados todos los casos que pueden presentarse para 
la ecuación (1), y en cada uno de ellos hemos hallado el sistema 
rectangular de coordenadas en el que la ecuación (1) toma de las for- 
mas 1) — 8) $ 25. 

La proposición queda demostrada 
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